FUNCIONES TRIGONOMETRICAS,
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS
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PARA EMPEZAR, REFLEXIONA'Y RESUELVE

Problema 1

B Modificando la escala, representa la funcion:
x: tiempo transcurrido
y: distancia al suelo
correspondiente a cuatro vueltas de la noria.
DISTANCIA AL SUELO

aV:

<

TIEMPO

1 vuelta

DISTANCIA AL SUELO

/\/\/\/\/ .

1 vuelta 2 vueltas 3 vueltas 4 vueltas

Problema 2

Las amebas, como sabes, son seres unicelulares que se reproducen partiéndose
en dos (biparticion). Esto se realiza mds o menos rdpidamente segiin las condi-
ciones del medio en que se encuentren (cultivo). Supongamos que las condicio-
nes de un cultivo son tales que las amebas se duplican aproximadamente cada
bora y que, inicialmente, bay una ameba.

a) Calcula el nimero aproximado de amebas que habra segiin pasan las horas y
completa esta tabla en tu cuaderno:

TIEMPO (horas)| 0 |1 | 2|3 | 4|5 |6

N° DE AMEBAS 1|2 | 4
b) Representa graficamente estos datos N2 DEAMEBAS
en una hoja de papel cuadriculado. 40
30 ‘
20
10 .
e ° TIEMPO
1 2 3 4 5 6 (horas)
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c) Cambia los ejes y representa la funcion cuyas variables sean, ahora:
x: nimero de amebas

y: tiempo (en horas)

Q) [mEmpo (horas) | 0 | 1 1 2] 3] 4516
N2 DE AMEBAS 11214 |8]|16|32|64

b) Ne¢DE AMEBAS

60

50

40

30

20

10

TIEMPO (horas)

C) TIEMPO (horas)

6

5

4

N® DE AMEBAS
10 20 30 40 50 60
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Problema 3

Las sustancias radiactivas se desintegran transformdndose en otras sustancias
y lo bacen con mayor o menor rapidez, segiin de cudl se trate.

Supongamos que tenemos 1 kg de una sustancia radiactiva que se desintegra
reduciéndose a la mitad cada aiio. El resto de la masa no desaparece, sino que
se transforma en otro componente quimico distinto.

a) Completa la tabla siguiente (utiliza la calculadora para obtener los valores con
tres cifras decimales):

TIEMPO (aflos) 0 1 2 3 4 5 6
SUST. RADIACT. (en kg) | 1 0,5 (0,250(0,125
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b) Representa graficamente los datos PESO
en 1 driculad 1,0001 (en kg)
papel cuadriculado.
0,500
0,250
0,100
TIEMPO
12 3 4 5 6 (en aﬁos)
c) Cambia los ejes y representa la funcion cuyas variables son, ahora,
x: peso de la sustancia radiactiva (en kg)
y: tiempo transcurrido (en afios)
D | 11pmpo (afios) 0 1 2 3 4 5 6
SUST. RADIACT. (en kg) 1 0,5 10,250|0,125|0,063|0,031]0,016
b) PEso kg C) TIEMPO (horas)
1,000 6
N
\ A
\ 211N
0,500 1 S
PESO (kg)
\ 0100 050 1,000 ¢
\
0,100 \'\
TIEMPO (horas)

1234560
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1.8i f(x) =x2-5x+3 y g(x) = x2, obtén las expresiones de flg(x)] y g[f(x)].
Halla fIg(®)] v glf(4)l.
[lg@ol = flx? = x* - 5x2 + 3
g L] = g [x? — 5o + 3] = (x? — 5x + 3)?
[flg®l=179; glf( D=1

2.8i f(x) =sen x, g(x) = x%+5, obtén la expresionde fog, gof, fofV 8o 8.
Halla el valor de estas funcionesen x=0 y x= 2.
fog(x) =sen(x?+5); fog(0)=-096; fog(2) =041
gofx)=sen?x+5; gof(0)=5; gof(2) =583
So f(x) =sen(sen x); fo[f(0)=0; [fof(2) =079
gog()=(x?+5%+5 gog(0)=30; gog(2)=86
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1. Representa y = 2x, y = x/2 y comprueba que son inversas.

™
I
R

2. Comprueba que y = x%2—-1 hay que descomponerla en dos ramas para hallar
sus simétricas. Averigua cuales son.

Ay=x>-1si x20 b)y=x?-1si x<0
-1 1o _
y x+1 y x+1
=lx4 |1 4 '\y:vz_‘l
6 I ,/; \ 6 ,/
JI T L2° \ <%
JT 13 \ Y7
T T
o) —] i s o)
74 UELEE \
4 4
— Z} _4 — i — —
VT NN F[T
i

3.8 f(x)=x+1y g(x)=x-1, prueba que f[g(x)]=x. ¢Son f(x) y g(x) fun-
ciones inversas? Comprueba que el punto (a, a + 1) estd en la graficade fy
que el punto (a + 1, a) esta en la grafica de g.

Representa las dos funciones y observa su simetria respecto de la recta y = x.
Slgol=fx-D=x-D+1=x

Son funciones inversas.

N
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

1 Haz una tabla de valores de la funcion y = 3*. A partir de ella, representa la

funcion y = log; x.

@ Si el punto (2, 9) pertenece a y = 3%, el punto (9, 2) pertenecerd a y = log3 X.

X -2 | -1 0 1 5% 1/9 | 1/3 3 9
3* 1 1/9 | 1/3 31 9 logy x| -2 | -1 1| 2
Y
:'v=%x
o, D), ' VI 1oy
= - //
U ] )
) 1,0

X
2 Con ayuda de la calculadora, haz una tabla de valores de la funcién y = (%)
y represéntala graficamente.

3| 2| -1 0 1 2 3
4631278]167| 1 0,6 | 0,36 | 0,22
NWE
\\ 5
N
N
\\
\\\
] _ 1 3
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X
3 Representa la funcion y = (g) . ¢Es creciente o decreciente?

Y

N

5
-

Es creciente.

4 Considera las funciones f y g definidas por f(x)=x2+1 y g(x) = l
Calcula: X
a)(f-2)(2) b) (g°f) (3) )(g-9 () d (fo2) (x)

2
02 b L O =x D) [l =

5 Dadas las funciones f(x)=cos x y g(x) = \/;, halla:
a) (fog) (x) b) (g f) (x) 0)(g-9 (x)
) flg(0] = cosVx b) glf @) = Veos x o glg@) = Vx

6 Representa las funciones:
a)y=1+senx

b) y = —cos x

a)
/ N //\\ /
4 \ 4 \ 4
-2r S3n/2| - | -m/2 w2| n |3n/2| 2n
b)
/ N // N\
-2n —¥/2| -1 |-m /{ 2| 1 |3m 2mn
4 \ 4 \
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7 Halla la funcion inversa de estas funciones:

a)y=3x
b)y=x+7
A)y=3x-2

a)x =3y =>y=% :>f*1(x)=%

Dx=y+7 = y=x-7 = [ =x-7

x+ 2 X+ 2

= [l =

Ox=3y-2 = y=

8 Dadala funcion f(x)=1+ \/; , halla f‘l (x). Representa las dos funciones
y comprueba su simetria respecto de la bisectriz del 1< cuadrante.

Sl =-1D2% x>1

y=l =P k21

i /
=X

O II
- e /T’ —
5 4— =T+ yx

4

X
9 Representa la grafica de y = log, s3 x a partir de la grafica de y = (%) .

Y
e
L 5
1\
y={L)
3%
! 5
s, \ = log, 4 x
‘1 \
\
—J — 1 P ) 4
\
1 ~.
\\
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10 Representa las funciones: a) y=2¥+1; b)y=2*-3

@ Utiliza la grdfica de y = 2%,

a) Y b) Y

6
d
', = X ; / =p_f3
H N K
' K
.' K
4 —
N [ P R e / X
7
S —4 — i
5 B
B
L y=1 N
—“
— Y3
X

11 Representa las siguientes funciones:

1\¥*3
a)y=2%"1 b)y=(E)
Ay=1-2% dDy=27%
a) Y | b\ Y
\/} “+
; / T
’ / \
[ _\ 4 1 [ 10
VNN P H
S X \/ X
—4 — i —4 -2 '3
19} Y d Y
§ =1 \ o}
—4 — it S
2 6
\ 4 O b
\ < X
\ T }
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12 Comprueba que las graficasde y=3* e y= (%) son simétricas respecto al
eje OY.

@ Represéntalas en los mismos ejes.

[EV1 -y
L
=
<
#
(SN

[@)N

”_’_
T ——

13 Representa estas funciones a partir de la grifica de y = log, x:
a)y=1+log, x b) y = log, (x-1)

@ En b), el dominio es (1, +).

a)y=1+log, x

Y y=1+ Og;i//”
O e
3 LaeteT = log) x
L1 P ) 4 b
o) "
b) y =log, (x -1
Y 1
HT—= =log[x
5 | _l--
e
"“.— s X
"‘ 1 & B 4 D
K 4
21 ! //
5 Y log, (x+ 1)
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¢Cual es el dominio de esta funcion?: y = log, (2 — x). Represéntala.

Dominio: (—eo, 2) Y

A

[

PARA RESOLVER

15

16

17

La grafica de una funcion exponencial del tipo y = ka* pasa por los puntos
(0; 0,5) y (1; 1,7).

a) Calcula k& y a.

b) Representa la funcion.

a)

O,S=Ie~a0}0,5=/e :>{/e=0,5
1,7=Fk-al 1,7=k-a a=34

La funcion es y=10,5 - (3,49

b) . /
11/

—4

|
N
I
S

Se llama inflacion a la pérdida de valor del dinero; es decir, si un articulo que
costo 100 euros al cabo de un afio cuesta 106 euros, la inflacion ha sido del 6%.

Suponiendo que la inflaciéon se mantiene constante en el 6% anual, ;cuanto
costara dentro de 5 afios un terreno que hoy cuesta cinco mil euros?

5000 - (1,06)°> = 6691,13 euros
En el contrato de trabajo de un empleado figura que su sueldo subira un 6%
anual.

a) Si empieza ganando 10 000 euros anuales, ;cuanto ganara dentro de 10
anos?

b) Calcula cuanto tiempo tardara en duplicarse su sueldo.
a) 10000 - (1,00!0 = 17 908,48 euros

b) 1,06¥ = 2 = x = 12 afos tardara en duplicarse.
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Se sabe que la concentracion de un firmaco en sangre viene dado por
y =100(0,94)! (y en miligramos, ¢t en horas).

a) ¢Cual es la dosis inicial?

b) ¢Qué cantidad de ese farmaco tiene el paciente al cabo de 1 hora? ;Y de
tres horas?

c) Representa la funcion.

d) Si queremos que la concentracion no baje de 60 mg, ¢al cabo de cuanto
tiempo tendremos que inyectarle de nuevo?

a) t=0 — y=100 mg

b)t=1 - y=94mgen 1 hora
1=3 — y=283mgen 3 horas

C) CONCENTRACION DE FARMACO (mg)

100
90\
80\
70 \
60
50 N
40
30 N
20 N

10 P~

pd

—

TIEMPO (horas)

10 20 30 40

d) 100 - (0,94 = 60 = =8 h 15 min

Al cabo de, aproximadamente, 8 h 15 min.
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20

Con las funciones f(x)=x-5, g(x)= \/; , b(x)= +2, hemos obtenido,
por composicion, estas otras: ¥

1

Vx +2

Explica como, a partir de f, g y b, se pueden obtener p,q y 7.

p()=Vx—5 qg(x)=Vx -5 r(x) =

p=8ef q=feog r=hog

Si f(x) =2% y g(x) = log, x, ¢cual es la funcion (fo g) (x)? (Y (gof) (x)?
(fe@ ) =(gof) ) =x
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23

24

Un cultivo de bacterias crece segiin la funcién y = 1 + 2*/10 (y: miles de bac-

terias, x: horas).

a) ¢Cuantas habia en el momento inicial?

b) ¢Y al cabo de 10 horas?

c) Calcula cuanto tiempo tardaran en duplicarse.
a) x=0 — p=1+2°=1+1=2 — 2000 bacterias
b) x=10 - y=1+2=3 — 3000 bacterias

O 1+2910=4 5 x=200083 150 _16n
log 2

Aproximadamente, 16 horas.

De la funcion exponencial f(x) = ka® conocemos f(0) =5 y f(3) = 40.

¢Cuanto valen & y a?
fO =5 =>5=k
f(3) =40 = 40=5 a3 = a=2

La funcion es f(x) =5 - 2%

Halla la funcion inversa de las siguientes funciones:
a) y=3-2%"1 b) y=1+3%

a) x=3-20"1 % =21 log, % =y-1

y=1+log2% —>f‘1(x)=l+log2%

b x=1+3% x-1=3" log;(x-D =y = [ (x)=logy(x—1D

Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 2,3V =18 b) 7-3%¥ =567
©) %x =75 d) 42*-1=0,25
log 18
A xlog23=1Igl8 = x=—"—— =347
log 2,3
b)fff=¥ = 3-8 = x=4
log 22,5

) 2¥=225 = x= 4,49

log 2

d)42x—1=4_1 = 2x-1=-1 = x=0

Unidad 6. Funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas
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26

27

28

Las siguientes ecuaciones exponenciales tienen soluciones enteras.

Hallalas:

) 25’*1=32 b)3*-5-2187 V7~ - 4—19 d) (0,5)* = 16

2t =2 = x2+1=5 = x =2, x,=-2
b)3%=5=37 = 2x-5=7 = x=6
QO7T2=72 = %=—2 = x=-4
d)2¥=2% = x=-4

Resuelve mediante un cambio de variable:

a)22¥—-5.2¥+4=0 b) 3¥—3¥-1+3¥-2=21 ©3¥-37"=

A)2¥=2z 22-52+4=0; z,=4, z,=1 = x,=2, x,=0

b)3¥=z z- 2 +2 =21 = 2=27 = x=3
3 9
3=z z L_728 2 =728 7227282 27=0
z 27 27
z, =27 = x; =3 ZZ=—i (no vale)

54

Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 7% "2 = 823 543 b) 53¥~2 = 390 625
©) 3¥+3%*2=39 d)103*~=1

A 7¥*2=7 = x+2=7 = x=5
b) 52 =58 = x=2
log 3,9

O3FA+9=39 = 3=39 = x= =124
log 3

dD3+x=0 = x=-3

Calcula x en las siguientes ecuaciones:

a) log x = log 9 — log 4 b)lnx=3mIn5

c)3+2logx=5 d)%log2x=—3

s 5 = log = -2
a) log x lo(g4 = x y

binx=m35 = x=125

Alogx=1 = x=10

d log, x=-9 = x=2‘9=m

Unidad 6. Funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas

728
27



CUESTIONES TEORICAS

29

30

31

Estas graficas corresponden a funciones del tipo y = a*, y = log, x. Identi-
ficalas e indica, en cada caso,sies a>1 o 0<a<1.

1) 0% 2) Y|
\
\
\ \
\
N\
\\ N
N -
~ X
3) Y — 4) 0%
/ /
/ /
/ /
/
| A
.
X
Dy=log,x, 0<a<l1 2)y=a* 0<a<l1
3y=log,x, a>1 Dy=a®, a>1

Para cada una de las funciones y = sen x e y = cos x, contesta:
a) ¢Son funciones continuas?
b) ¢Cual es su periodo?
c) ¢Entre qué valores estan acotadas?
d) ¢Para qué valores de x es sen x <0? ;Y cos x<0?
a) Si.
b) 2w
¢) Entre -1y 1.
d) Entre 0y 2m: senx <0 para x € (T, 210)
cosx <0 para xe€ (%, BTTE)
a) ¢Existe algiin valor de x tal que sen x =1,5?
b) Justifica que —1 < sen x < 1.
a) No.

b) El radio de la circunferencia es 1, que es la hipotenusa del triangulo rectangulo
formado; y sen x es uno de los catetos.
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Sen x sen (T —

T+Xx 21 —

s

sen (T + n (21 — x)

s (T + x) cos 21 /x)

32 Busca los valores de x comprendidos entre 0 y 21 que verifiquen sen x = %
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33 Para cada una de las funciones y = a* e y = log, x, contesta:
a) ¢Puede ser negativa la y?
b) ;Podemos dar a x valores negativos?
Para y =a”*: a) No. b) Si.

Para y =log, x: a) Si. b) No.

34 1Las graficas de las funciones y = a* pasan todas por un mismo punto. ;Cual
es ese punto?

©, D

35 ¢Para qué valores de a la funcion y = a* es creciente? ;Para cuales es
decreciente?

Para a > 1 la funcién y = a” es creciente.

Para 0 <a <1 lafuncion y=a” es decreciente.
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37

38

Indica para qué valores de a es creciente la funcion y = log, x. ¢Para cua-
les es decreciente?

Para a>1 lafuncién y = log,x es creciente.

Para 0 <a <1 lafuncion y =log,x es decreciente.

Las graficas de las funciones y = log, x tienen un punto en comun. ;Cual es
ese punto?

1, m

¢Para qué valores de x se verifica 0 < a*<1, siendo a>1?

x<0

PARA PROFUNDIZAR

39

40

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

a){3x+3v=90 b){7x+y=493
3X+Y =729 7T =49
X ) =
37+ 37=90 | Cambio: 3 =a: 3 =b
3X3y=729
a+ b=90 b=90-a
a-b=729 | a©0-a) =729 90a-a*=729
9 —» b=281
2_90a + 729 = 0,
a*—90a + 729 a 81 —> b=9
. . X, =2y, =4
Soluciones: {x2=4; Yy =2

b)x+y=6} x=4

x—y=2 y=2
Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) log, x + log, 50 = 1
x
b) log 5 = log 18 — log x

a) log, 50x) =1 = 50x=2 = x=%=0,04

18 _ 18

b) Zog%=log = = 7=% = x2=36 = x=6 (x=-6 no vale)
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41 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

a){loganc+lo,gy=?> b){logx+logy=3

logx—-logy=1 x—y=90

o x+y=10 ) Inx+Iny=1In20
log, x—log,y =2 e*~rV=1/e

a) Sumando las dos ecuaciones:
2logx=4 = logx=2 = x=100
logy=1 = y=10

x =100

Solucion:
y=10

b) x=90 +y
log(xy)=3 = xy=1000
(90 + y)y = 1000; 90y + p2 =1000; p%+ 90y — 1000 = 0

__— 10 — x =100
T~ _100 (no vale)

x =100

Solucion:
y=10

o y=10-x

Zog2§=2 = X -4 =S x=4y;, y=10-4y = y=2, x=38

<

x=8

Solucion: {
y=2

@ In(xy) =In20 :>xy=20} x(x+1) =20

x-y=-1 = ypy=x+1 x2+x-20=0

_/4—>y=5

T -5 (no vale)
Solucion: { x =4
y=5

42 Siun punto P recorre una circunferencia completa de radio 1, el angulo de
giro es 360° que, medido por el arco, equivale a 21 radianes.

a) Teniendo en cuenta esta equivalencia, expresa en radianes los siguientes
angulos:
30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 210°
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b) Expresa en grados estos angulos medidos en radianes:
5t 7m 4n o 5m oo

Ta 4a 3’ 2a

o — £ 5° = E
a) 30 ¢ rad 45 7 rad
60° = & yad 90° = T ad
3 2
.oom 3
120 3 rad 135 7 rad
o — S_TC o = 7_71:
150 G rad 210 G rad
b) 2 rad = 150° I vad = 315°
6 4
AT = 2400 ST vad = 450°
3 2
31w = 540°

43 Sobre la circunferencia de radio 1 sefialamos un angulo x en el primer cua-
drante. A partir de €1, dibujamos los angulos T—x, T+ x y 21— x.

Busca la relacion que existe entre:

a) sen(n—x) y sen x
S

2\

cos(m—x) y cos x

sen(n+ x) y sen x
cos(m+ x) y cos x

sen(2n—x) y sen x
cos(2n—x) y cos x

a) sen(mw —x) = sen x

cos (T — x) = —cos x

b) sen(m + x) = —sen x

cos(T + x) = —cos x

) sen(2m — x) = —sen x

cos(2m — x) = cos x
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PARA PENSAR UN POCO MAS

44  Con la calculadora puesta en “modo raD” efectiia la siguiente secuencia:

45

@ 03 ) E @G E...

[En los modelos de calculadora mas antiguos la secuencia puede ser 0
...J. De este modo estis calculando ...cos (cos (cos (cos 0))).

Si prosigues asi sucesivamente tecleando ) (5), el nimero resultante llega a
estabilizarse en 0,73908513. Es decir:

@) (8.33808513)®(0.235868513)

Expresa dicho resultado final mediante una sencilla igualdad y di de qué
ecuacion es solucion el numero 0,73908513 asi obtenido.

El resultado se expresaria como:
cos 0,73908513 = 0,73908513

Luego x = 0,73908513 es solucion de la ecuacion cos x = x.

De un nimero x sabemos que log log x = 1. ;Cuantos libros se necesitan
para escribirlo si cada libro tiene 500 hojas (1000 paginas), cada pagina 50
renglones y cada renglon admite 100 caracteres?

loglogx=1 = logx =10 = x =10
1 libro — 1000 paginas - 50 renglones - 100 caracteres = 5 - 100 caracteres
Para saber cuantos libros necesitariamos, hemos de dividir:

1010
5100

= 2000 libros
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