REPRESENTACION
DE FUNCIONES
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Descripcion de una grdfica

1. = Copia en tu cuaderno los datos encuadrados en rojo. A partir de ellos y sin
mirar la grafica que aparece al principio, representa esta funcion sobre
unos ejes coordenados dibujados en papel cuadriculado.

(La solucion esta en el propio ejercicio).

2. Traza unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado y representa una curva,
lo mas sencilla posible, que cumpla las siguientes condiciones:

e lim f(x)=-—w

X - —00

lim f(x)=2

X - +o0

lim f(x)=-—o
X - 27

lim f(x)=+o

x - 2%
*f(0)=4; f(0)=0
* f(-5) =05 f(1,75) =0

e f" es derivable en todo R, salvoen x = 2.
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3. Describe, con la menor can-
tidad de datos y de forma si-
milar a la de los apartados
anteriores, la siguiente fun-
cion: \

-

e lim f()=-1 A

o lim f(x) =—o - \

A

o lim f(x) =+

P

e lim [(x)=+c

e f(-9) =0; f(0)=0; f(8 =0
e f7(0) =0
o f(d)=4; (D=0

4. Representa sobre unos ejes en papel cuadriculado una grifica inventada por
ti. Describela en papel aparte. Dale la descripcion a tu compafiera o compaiie-
ro para que la represente.

Representa ti la suya.

Comparad cada representaciéon con la curva original. Discutid las diferencias
que observéis.

¢Hay algun error en la representacion?
¢Hay, acaso, error en la descripcion?

¢Es todo correcto?

4\ Por ejemplo:
\ e lim [f(x)=-0; [im f(x)=2
e lim [f(x)=-0; [im [(x)=+00
) T e fh =0 e =0
¥ /
\NP4 < /() =0; f(D=0
7N Fo-1
/

Unidad 11. Representacién de funciones 0



5. Observa esta grafica: ik A A i A7 i
I I\ I\ I\ Il I
JIA 1A 1A 1A I [
] 1\ |1\ |1\ |1\ |1\ ]\

e Halla la ordenada para las siguientes abscisas:

x=0, x=1, x=3, x=-7, x=12,
x=-400, x =13, x=-199

¢ ¢:En qué puntos no esta definida esta funcion?

¢ ;Qué tramo de la funcion te bastaria conocer para hacerte una idea exacta de
como es la grafica?

¢ ;Te sugiere esta curva algin tipo de simetria o periodicidad?
SO =0; (D=1, f[BO=1; [(D=1
f2) =0; f(=400) = 0; f(13) =1; f(=199) =1

(En general, f(4k) =0; f(4k+ 1) = f(4k—1) =1 y no existe f(x) en x=4k+ 2,
con k02Z).

e La funcion no esta definida en los puntos de la forma x =4k + 2, con k0Z.

e Bastaria con conocer la funcion para x 0 [0, 2), si supiéramos que es par y que es
periodica de periodo 4.

e Simetria - Es una funcion par (simétrica respecto al eje Y).

Periodicidad - Es periddica de periodo 4.
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1. Halla el dominio de estas funciones:

3x3+5 x3+ 2x
a)y=x3-5x2+7x+ Py=———"— Qy=-"-°""2
Jy=a3-5x2+7x+3 )y _sx+4 )y i1
a) D=R
- _ _5+V25-16 _5+V9 _5+3 _—x=4
b) x*=5x+4=0 - x > 3 T x-1
D=R-1{1, 4)
o x?+1#20 paratodo x - D=R
2. Halla el dominio de:
N, X
a)y=Vx?-2x b)y=m(x*+1) Ay=m(x%-1) d)y=e—2
x

a) x2-2x20 - D=(=00, 0]UI2, +o)
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b) x>+ 1>0 paratodo x - D=R
A x*=1>0 - D=(-o0o -DUU, +w)

d)x2=0 — x=0 — D=|R—{O}
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3. Halla las posibles simetrias y periodicidades, di donde son continuas y donde
derivables:
X3

x%2-1

a)y=3x%-5x2-1 b)y = Vx?-2x Ay=

x3-1
x2

d) y= e)y=senx+1/2 (sen 2x)

a) f(—=0) =301 -5(02-1=3x"-5x2 -1 =f(%)
Es una funcion par: simétrica respecto al eje Y.
No es periodica.

Es continua y derivable en R.

b) Dominio = (—oo, 0] U [2, +00)

J(=x) = Vx? —2x. No es par ni impar; no es simétrica respecto al eje ¥ ni res-
pecto al centro de coordenadas.

No es periodica.
Es continua en su dominio.

Es derivable en (=00, 0) U (2, +00).
o) Dominio =R —{-1, 1}

—x3

S0 =

T = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
x p—
No es periodica.

Es continua y derivable en su dominio.
d) Dominio =R — {0}
—x3 -1 . o . .
S0 = ——— No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni respec-
x

to al origen de coordenadas.
No es periodica.

Es continua y derivable en su dominio.
e) Dominio = IR

Sf(=0) = sen (=) + % (sen (—2x)) = —sen x — % (sen (2x)) = —f(x)
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Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
Es periodica de periodo 2TU

Es continua y derivable en IR.
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4. Halla las ramas infinitas de:

a)y=3x5-20x3 b)y= ot Ay= _x
x2-1 (x —2)?
d)y=Vx?-2x e)y=m(x*+1) fy=2x"1
a) y=3x>—20x3 [
o lim [f(x)=-o ‘
Ramas parabdlicas
e lim [f(x)=+c ,/ ‘
4
X
b) y=
Y x? -1
e Dominio = R — {-1, 1}
0
o lim f(x)=+0; [im f;_x) = _OOE
- E Ramas parabdlicas
e lim [f(x)=+c; [im _fx = +o0 [
X a
o lim [f(x)=+0; [im [f(x)=—-00 E
O Asintotas verticales: x=-1; x =1
e Jim f(x)=—0;, [im f(x)=+c E

x5 x5
o y= = =x+4+——"
(x—2)2 x%2-4x+4 X2 —4x+4

e Dominio = IR — {2}

e lim [f(x)=-0; [im [(x)=+cw

»=Xx+4 esuna asintota oblicua.

12x — 16 - %f(x)—(x+4)>0 si x - +00
X2 —4x+ 4 ) —(x+4 <0 si x> -
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e lim f(x) =+

0
|
0 x =2 es asintota vertical
lim f(x) = +00 J
0

A
a7
, 12
e :
d) y=+Vx?-2x
e Dominio = (—oo, 0] U [2, +0)
e lim [f(x) =+
2_
lim & = lim u =-1 - Hay asintota oblicua.
X x
lim [fGo+x]= Iim [Vx*—2x +x]= lim [Vx2+2x —x]=

(Va2 + 2x — x) (Ve + 2x + x) _

= [lim
(Vx? + 2x + x)
_ x2 + 2x — x? 3 2x 2
= gy e X g, X o2
Va2 + 2x + x VxZ+2x+x 2

y=-x+1 esuna asintota oblicua cuando x — —oo.

o Ilim [f(x)=+m

lim lim ————=1 - Hay asintota oblicua.

X

J@ Va? —2x
X

lim [fGo—x]= tim [Va?-2x—x]=

(Va? —2x —x) (Va2 —2x + x) _

lim

(Vx? = 2x + x)
2_2 _ A2 _
= g XX e 2 -1
Va2 - 2x + x Va2 = 2x + x

y=x—1 esuna asintota oblicua cuando x — +oo.

e No hay asintotas verticales.
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e Posicion de la curva respecto a
las asintotas:

f) —(=x+1)<0 si x - —o0 1 //
SO —(x-1<0 si x > +0 | -
e y=mhkx*+1)
e Dominio = IR
e lim [f(x)=+oo 0
0
2
iim L o gy 2D 2 o
X x x?+1 0
0 Ramas parabdlicas
o lim f(x)=+e .
O
| 2 O
iim L o gy G2 D 2 g
X x2+1 O
e No hay asintotas verticales.

-~ ‘ —

f) y=2¥-1>0 paratodo x.
e Dominio = R

e Iim f(=0 -

J 0

e [im [f(x)=+0; [im

e No hay asintotas verticales.

Pagina 309

5. Halla los puntos singulares y los puntos de inflexion de:

a)y=x3-6x2+9x+5

a) y=x3—-06x%+9x+5. Dominio= IR

o f1(x) =3x%—12x+9

Unidad 11. Representacién de funciones

b)y=m(x*+1)

» =0 es asintota horizontal cuando x — —oo.



e fl0)=0 - 3x?-4x+3)=0
x=4i\/16—12=4i\/2 442 __—x=3
2 2 2 T—x=1

Signo de f"(x):
/>0 /<0 />0

Hay un maximo en (1, 9) y un mini-

P mo en (3, 5).

e [1(x) = 6x— 12
.f//('x)=0 S5 6x—12=0 -5 x=2

Signo de f"(x):
f”< O f//> 0

N

b) y = n(x?+1). Dominio =R

Hay un punto de inflexién en (2, 7).

.f’(x) = 2

x2+1
f’(x)=0 — 2x=0 — .X'=0

f"(x) <0 para x < 0U -
1) >0 para x> 0% Hay un minimo en (0, 0).

2 — o 2 42 D2
.f,,(x)zz(x +1) —2x - 2x _ 2x°+2—4x" _ 2x°+2

(xz + 1)2 (xz + 1)2 (xz + 1)2

x=-1
’ - 942 _ . 2 _ _—
S =0 - 2x°+2=0 X 1\x=1

Signo de f"(x):
f‘//< 0 -f//> 0 -f//< 0

Hay un punto de inflexion en (-1, /n 2)

/\ - v ! /\ y otro en (1, In 2).

6. Halla los puntos singulares de:

2
a) y=3x5-20x3 b)y=

x2-1
X3

o

d)y=Vx2-2x

a) y = 3x>—20x3. Dominio = IR
f1(0) = 15x% — 60x2
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x=0

FO=0 - 15x2G2—4) = 0 < x=—

x=2
Signo de f"(x):
/>0 /<0 /<0 />0
-2 0 2
Hay un maximo en (=2, 64), un minimo en (2, —64), y un punto de inflexién en
(0, 0.

2
b) y= zx . Dominio = R - {-1, 1}
x

) = 2x(? - D —x?-2x _ 2x3 —2x-2x3_ 2x
(x? = 1D? (x? = D? (x? = D?

=0 - 2x=0 - x=0
Signo de f"(x):

>0 S>0 JS'<0 S'<0
an . ' Hay un maximo en (0, 0).
) X' pominio - R (2]
o) y=—>—— Dominio = -
R

1) = 3t (x —2)* —a% - 2(x—2) _ 3x%(x—2) —2x3 _
(x—2)* (x -2

o 3xd—6oxr—2x3 _ x3—06x?

(x—2)3 (x—2)3

x=0

4 = N 2 _ — /
fx=0 x*(x—0) 0"_ . _¢

Signo de f"(x):
>0 >0 f'<0 >0
6
/ 0 / 2 \ /

Hay un punto de inflexiéon en (0, 0) y un minimo en (6, %)

d) y = Vx? = 2x . Dominio = (=00, 0] U [2, +00)
2x-2  _  x-1

"(x) = =
S 2Vx2 —2x  Va?-2x

=0 - x-1=0 - x=1U0 Dominio.

No hay puntos singulares.
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1. Representa estas funciones:

a)y=x*—8x2+7 b) y = 3x% + 4x3 — 36x2 O y=x*—4x3_2x2+12x

a) y=xt-8x2+7
¢ Simetrias:
J(=x) = x* = 8x% + 7 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e Ramas infinitas:

lim f(x) =+00; [im [f(x) = +oo

e Puntos singulares:

S0 = 4x3 — 16x

x=0
1 = N 2 _4) = 4 = _
S0 =0 4x(x* — 4) O\ ;= 22

Puntos singulares: (0, 7); (=2, -9); (2, -9)

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 - y=7 - Punto (0,7)
—Coneleje X - p=0 - x*-8x*+7=0

2o 8xV64-28 8+V36 _8+6 _—x=7 - x=zxV7
2 2 2 T—x?= - x=z1
Puntos: (=V7,0); (=1, 0); (1, 0); (V7, 0)
¢ Puntos de inflexion:
S = 12x? - 16 B
f”(x)=0 — 12.96'2—16:0 — _x2=% S5 X =+ =4 2\5/5
Puntos (— m, ﬁ) (m7 ﬂ)
3 9 3 9
e Grafica:
.

a6}
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b) y = 3x% + 4x3 — 302

e Simetrias:
J(=x) = 3x* — 4x3 — 36x%. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje
ni respecto al origen de coordenadas.

¢ Ramas infinitas:

lim f(x) =+c;  [im f(x) = +oo

e Puntos singulares:
F1x0) = 12x3 + 12x% — 72x
x=0

_1xV1+24 _ 155 _—X=2
2 2 T~ x =

=0 - 12x(x2+x_6)=0<

Puntos: (0, 0); (2, —=64); (-3, —189)

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 - p=0 - Punto (0,0
—Coneleje X - p=0 - x*GBx?+4x-36)=0

/x2=0 — x=0
~_ —4+V16+432 _ —4+ V448 _—x =280
X = =
6 6 \x:_4,19

Puntos: (0, 0); (2,86; 0); (=4,19; 0)

e Puntos de inflexion:
S0 = 36x? + 24x — 72
S0 =0 - 12Bx*+2x-6)=0

_2:VA+T72 _ —28V76 _— X =112

X 6 6 T—x=-179

Puntos: (1,12; —-34,82) y (-1,79; -107,22)

e Grafica:

D

~—_

~

P
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0 y=x*—4x3 - 2x% + 12x
e Simetrias:

J(=x) = x* + 4x3 — 2x% — 12x. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje
Y ni respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim [f(x)=+c; [im [f(x) = +oo

e Puntos singulares:
J10) = 4x3 — 12x% — 4 + 12
F0=0 - 43-3x?-x+3)=0 - 4x-Dx+Dx-3=0
x=1
< = —1E Puntos (1, 7); (=1, =9); (3, —9)

x=3
¢ Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 - »=0 - Punto (0,0
—Coneleje X - p=0 - x(x3-4x2-2x+12) =0

x =0
< X =2
X —4x:-2x+12=0 (x—Z)(xZ—Zx—6)=04x=3,6S
\x=—1,65

Puntos: (0, 0); (2, 0); (3,65; 0); (-1,65; 0)

e Puntos de inflexion:
S = 12x% — 24x — 4
S0 =0 - 4Bx*-6x-1=0

_6xV36+12 _ 6xV48 __—x=215

* 6 6 T—x=-015

Puntos: (2,15;-1,83) y (=0,15; -1,74)

e Grafica:
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2. Representa las siguientes funciones:

a)y=3x*—4x3-16 b)y=x3-3x O y=(01/4)x%-2x2
a) y=3x%—4x3-16

e Simetrias:
J(=x) = 3x* + 4x3 — 16. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni
respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim [f(x) =+0; [im f(x) =+

e Puntos singulares:

S0 = 12x3 — 12x2

x=0
W=0 - 12x2(x-1D=0<__
J'Co XA -1 =0<__ o1
Puntos: (0, -16); (1, —-17)
e Cortes con los ejes:
—Conelegje ¥ - x=0 - p=-16 - Punto (0,-16)

— Coneleje X - y=0 - 3x*—4x3-16=0 o

/ x=2
T~ 33+ 2x2+4x+8=0 o tiene una sola raiz, que estd entre =2 y —1;
pues, si g(x) =3x3 + 2x? + 4x + 8, g(-2)=-16<0 y g(=1)=3>0.

Puntos (2,0) y (k 0), con k entre -2y —1.

e Puntos de inflexion:

J1(x) = 36x? — 24x

x=0
S0 =0 & 120(Bx-2)=0<_ x=%
2 —448
P . (0, -16 =, —
untos: (0, )Y(37 27)
e Grafica:
|
2
\ [ 1]
i
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b) y=x3-3x

e Simetrias:

J(=x) = —x3 + 3x = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim f(x)=—0; [im f(x) =+

e Puntos singulares:
S0 =3x%-3

, _ B /.X'=—l
fS=0 - 3(*-1D=0<__

x =1
Puntos: (-1, 2); (1, -2)
e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 - yp=0 - Punto (0,0
—Coneleje X - =0 - x°-3x=0 - x(?-3)=0

x=0
< x=—=/3[ Puntos: (0, 0); (-V3,0); (V3,0)
x=3

e Puntos de inflexion:
S0 = 6x
f'=0 - 6x=0 - x=0 - Punto(0,0)

e Grafica:

o y= %x4 —2x2

e Simetrias:

Sfx) = %xz* — 2x% = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Ramas infinitas:

lim [f(x)=+0; [im [f(x) = +oo
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e Puntos singulares:

S0 = x3 — 4x
x=0
_—
S0=0 - x(x?-4)=0=E— x=-—
\x=2

Puntos: (0, 0); (=2, —4b); (2, —4)

¢ Cortes con los ejes:

—Conelegje ¥ - x=0 - »=0 - Punto (0,0

—Coneleje X - p=0 - xz(%x2—2)=0
x=0
4 22
x = —
N x2=8 <
Puntos: (0, 0); (—2\/5, 0); (2\/5, 0)
¢ Puntos de inflexion:
J(x) = 3x% -4
= - %
F10=0 - 3x2—4=0/ B
3
Puntos: (_2_\/37 _2_0)7 (£7 _E)
3 9 3 9
e Grafica:
\ b
\ |
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1. Representa:
3 2 _ -
a)y = X _ b)y=x 2x—8
1-x
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x3

x .
a) y= =—x+ . Dominio = R —{-1, 1}
Y 1 — x? 1 —x?
e Simetrias:
23
—X) = = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
()1x2 (). Es impar: simétri P | origen d denad
—-x

e Asintotas verticales:

lim  f(x) =+ 0

O
00 Asintota vertical en x = —1.
lim f(x) =—0[]
O
lim f(x) = +o0 %
0 Asintota vertical en x = 1.
lim f(x)=-0 O
O
e Asintota oblicua:
3
X xe X - y=-—x es asintota oblicua.
1—x? 1—x2

Posicion de la curva respecto a la asintota:
) =(=x)>0 si x - —o (curva por encima)

S —(=x) <0 si x - +o0 (curva por debajo)

e Puntos singulares:

S0 = 3x2(1 = x%) — &% - (22x) _ 3x2 = 3xt + 20t _ —xt + 3x2
1- x2)2 1- XZ)Z (1- x2)2
x=0 _
S =0 - x*(=x*+3)=0 <_ x=-/3
Puntos: (0, 0); (_\/57 3\/75)7 (\/g’ _ 3\2/5 )

e Cortes con los ejes:

Corta a los ejes en (0, 0).

e Grifica: N\

N
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2 _ —
b) y= X=2x=8 28 pominio=R - {0}
x x
¢ Simetrias:
. x?+2x—8 . o . .
Sf(=x) = =—==——_ No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni
—X

respecto al origen.

e Asintotas verticales:

lim f(x) = +oo %
[0 Asintota vertical en x = 0.
lim f(x)=—-o0 %

e Asintota oblicua:

2 _ _
X=2x=8 _ ., 8 y=x-2 es asintota oblicua.

X X

Posicion de la curva respecto a la asintota:
fx)—(x-2)>0 si x - —o0 (curva por encima)

Jf0) —(x-2)<0 si x » +o (curva por debajo)

e Puntos singulares:

=1+ % > (0 para todo x del dominio.
x
La funcion es creciente en todo su dominio. No tiene puntos singulares.
e Cortes con los ejes:
—Coneleje X - p=0 - x*-2x-8=0
] y ~

Puntos: (=2, 0) y (4, 0)

— No corta el eje Y, pues no estd definida en x = 0.

e Grafica:
/
7
/ 4
2 1[4
/- |
ya |
)2 |
2. Representa:
x2-9 a3+ 2x
y=2 2 b)y=2_"2°%
Y™ 24 YT e
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2_
a) y= x2 2 Dominio =R —{-2, 2}

e Simetrias:

x2-9
22

S0 =

= f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Asintotas verticales:

lim f(x) =—-0 0
U Asintota vertical en x = 2.
lim  f(x) = +o0 %
O
lim f(.x) = +oo 0
O Asintota vertical en x = 2.
lim f(x)=—-o0 0O
O
O
e Asintota horizontal:
2 _
x =9 1-— » =1 es asintota horizontal.
x%?—4 x% -4

Posicion de la curva respecto a la asintota:
J(x)—1<0 si x - —o0 (curva por debajo)

J(x)—1<0 si x - +0o (curva por debajo)

¢ Puntos singulares:

20— —2x(x* - 9) _ 2x(x*-4-x*+9) _ 10«
(x? - 4)? (x? —4)? (x? - 4)?

J'Co =

=0 - 10x=0 - x=0 o Punto(O,%)

e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥V - x=0 - y=% - Punto (O,%)

—Coneleje X - =0 - x°- — =3
Puntos: (-3, 0) y (3, 0).
e Grifica: |\ ]l

\ |/
N
1

S P
—2 2l /]
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X3+ 2x

x2+1

b) y . Dominio = R
e Simetrias:

2x

. o —x3 -
ST

= —f(x). Esimpar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

e No tiene asintotas verticales.

e Asintota oblicua:

x3+ 2x x ) .
=x+ - Yy =Xx es asintota oblicua.

x%+1 x2+1

Posicion de la curva respecto a la asintota:
S —x<0 si x - —o (curva por debajo)

f(x)—x>0 si x - +oo (curva por encima)

¢ Puntos singulares:

BGx2+ 22+ 1D - (3 +2x) - 2x 3t + 302 + 202 + 2 — 20t — 42

() = = =
f (xz + 1)2 (xz + 1)2
Coxtex?+2
(.X‘Z + 1)2
f=0 - xt+x2+2=0 - «2= Aizﬂ -~ No tiene solucién.

No hay puntos singulares.

¢ Cortes con los ejes:

— Conelee ¥V - - y=0 - Punto (0,0
- xX3+2x=0 - xx?+2)=0 -

- Punto (0, 0)

— Conelee X -

2 < =R
I
S o ©

—

e Puntos de inflexion:

(4o + 22002 + D2 = (xt + 22 +2) - 22 + D - 2x _

j//(.x) = (xz N 1)4
_ @+ 20+ D) — doc(xt+ x2 +2) _ 200 —06x _ 2x(x*-3)
(2 + 13 2+ D3 2+ 13
x=0 _ B /3 .5
S =0 < x=-V3[ Puntos: (0, 0); (—\/3, —%); (\/3, 575)
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e Grafica: 74

/!
V4
y4
pa
LA
///
/
’/,//
///
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1. Representa:
a)y=Vx?%+2x b)y=Vx%-9
a) y=Vx?+2x
e Dominio:
x=0
2 — _ _—
x*+2x=0 - x(x+2) 0\x=—2

D = (=00, 22] U0, +00)

e Simetrias:

J(=x) = Vx? = 2x . No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni res-
pecto al origen de coordenadas.

e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas oblicuas:

lim f(x) = +o

i J x2+ 2w Vx2-2x
im = 1 = =-1
x x —x
lim [fG)+x]= lim [Vx*+2x +x]= Iim [Vx?-2x —x]=

(Vx? = 2x —x) (Va? = 2x + x) _

= [lim
Va2 - 2x + x
_ x?—-2x-x> —2x _
= [lim = [lim =
Va2 - 2x+ x Va2 - 2x + x
=2 _=2__
1+1 2

y=-x-1 es asintota oblicua cuando x — —oo.
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lim f(x) = +o0

A9 Vx4 2x
lim = lim —————=1
X x
lim [fo —x]= lim [Va?+2x —x] =
- lim (Va? + 2x — x) (Va? + 2x + &) _
Va2 + 2x + x
o X2+ 2x—x% 2x _
= Jim —)mm——— = im ————— =
Va2 + 2x + x Va2 + 2x + x
-2 _2_
1+1 2

y=x+1 esasintota oblicua cuando x — +oo,

e Puntos singulares:

10 = 2x+2  _ x+1

2V + 2 Va? + 2x

fx=0 - x+1=0 - x=-1 - Como no pertenece al dominio de
f(x), no hay puntos singulares.

e Cortes con los ejes:

__ x=0
— Coneleje X - p=0 - VaZ+t2x - xZ+2x0=0<__

Puntos: (0,0) y (=2, 0)

—Coneleje ¥ - x=0 - yp=0 - Punto: (0,0

e Grafica:
ra
/!
N /|
AN /|
N /
N Vi
N2}/

A\ 74
L2170
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D = (-0, =3] U3, +o0)

e Simetrias:

J(=x) = Vx? -9 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
¢ No tiene asintotas verticales.

e Asintotas oblicuas:

lim f(x) = +o0

lim

Jo % Va2 -9  Vx2-9 _
- lim - -
X x —x

lim [0 +x]l= tim [Vx*=9 +x]= lim [Vx*-9 —x]=

(Va2 =9 — x)(Va? = 9 + ) _

= [lim
(Va2 =9 + x)
2 2
= lim u= lim 7_—9=O
Vx2 -9+ x Vx2 -9 + x

y =—x es asintota oblicua cuando x — —oo.
lim f(x) = +o0
S0 Va2 -9

= Ilim
X X

=1

lim

lim [f)—x]= Ilim [Vx*-9 —x]= lim (Va2 =9 —x) (Va2 =9 + x) _

(Vx% -9+ x)
2 0 a2 .
- g XX e 9
Vx2 -9+ x Vx2 -9+ x

y =x es asintota oblicua cuando x — +eo.
e Puntos singulares:

2x X
"(x) = =
4 2Vx2-9  VJx2-9

fx)=0 - x=0. Como no pertenece al dominio de f(x), no hay puntos
singulares.
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e Cortes con los ejes:
—Coneleje X - p=0 - Vx*-9 o x*-9
Puntos: (=3,0) y (3, 0)

— No corta al eje Y, pues no existe f(0).

e Grafica:
N ‘4
\\ /l/
\NEEE
2. Representa:
a)y=mm(x?+4) b)y=m(x*-1)

) y=In>+4
e Dominio:
Como x?+ 4 >0 paratodo x, D=R.

e Simetrias:

J(=x) = In (x* + 4) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
¢ No tiene asintotas verticales.

e Ramas infinitas:
lim f(x)= Ilim [f(x) =+

2x
In(x*+4) _ K4
X 1

S0 ,
lim

lim lim

Por tanto, no tiene asintotas de ningin tipo.
Tiene ramas parabdlicas.
e Puntos singulares:

S = 2

x2+4
=0 - 2x=0 - x=0 - Punto (0,n4
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e Puntos de inflexion:

2(x% +4) — 2x - 2x _ 2x% + 8 — 4x? 8 — 2x2

"(x) = = =
/ (% + 4)? (% + 4)? (% + 4)?
x=-20
ffx=0 - 8-2x*=0 < =2 E Puntos: (=2,n8) y (2,n8)
e Grafica:
P~ =

b) y=1In(x*-1)

e Dominio:

x2=1>0 - D=(-00, 1)U, +x)

e Simetrias:

S0 = In (x? = 1) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas verticales:
lim [f(x)=-0; [im [f(x)=—00
x=-1y x=1 son asintotas verticales.

o Iim f(x)= lim [f(x) =+

2x

x* -1 _
1

lim lim lim

S In(x2-1) _
X X

Tiene ramas parabdlicas.

e Puntos singulares:

y _ 2x
S0 x2-1

fx)=0 - 2x=0 - x=0. No tiene puntos singulares, pues la funcién no
estd definida en x = 0.
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e Puntos de inflexion:

0 = 2 = 1) —2x-2x _ 2x*—2-4x* _ 2x*-2

(% - D? (% - 1D? (% = D?
No tiene puntos de inflexion.

e Puntos de corte con los ejes:

—Coneleje X - =0 - Imx*-1D=0 - x*-1=1

x?=2 <x - Puntos: (-v2,0) y (V2,0)

— No corta al eje Y, pues no existe f(0).

e Grafica:

[/
l/
1\
N\

A\
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X
3. Representa: y = e_z

X
X

x2

e Dominio: D = R — {0}

e No es simétrica.

¢ Asintotas verticales:
lim f(x) = +o

O
% Asintota vertical: x =0
lim f(x) =+ J

O

lim f(x)=0. Ademas f(x) >0 paratodo x del dominio.

» =0 es una asintota horizontal cuando x - —o

SO

~—— = +00. Rama parabdlica.
X

Unidad 11. Representacién de funciones @
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e Puntos singulares:

) = eX-x?—e¥-2x  x-e(x-2)  e*(x-2)
J'@ = ot - o s
2
fx=0 - x=2 - Punto (2, %)
e Grifica: |
/
\ /
//
A

hN

4. Representa: y = % COs 2x + cos x
_ 1
y= D) €oS 2x + cos X

e El periodo de cosx es 2T y el de sen 2x es TU Por tanto, la funcion es periddica
de periodo 2Tt La estudiamos solo en este intervalo.

e Es derivable en todo IR (es suma de funciones derivables).

e Puntos singulares:
[1(x) = —sen 2x — sen x = —2sen x cos x — sen x = —sen x (2cos x + 1)

sen x =0

_—
"x=0 - = 2 +1D=0
S0 sen x(2cos x + 1) ~ cos = — 1

2

x=0 - Punto (O, %)

Senx=0/
N

X=T - Punto (T[,—%)

X = 2n - Punto (E, —i)
3 37 4
cos x = -5 \
X = 4n — Punto (4—, —2)
3 3 4

e Puntos de corte con los ejes:

—Conelegje ¥ - x=0 - y=% - Punto (O,%)
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— Coneleje X - p=0 - cos2x+2cosx=0
cos? x — sen® x + 2cos x = 0

cos? x— (1 = cos? x) + 2cos x =0

2 2

cos“x—1+ cos®x + 2cosx=0

2cos? x +2cosx—1=0

2+V4+8 _—cosx=0366

cos x = 4 T~ cos x = 1,366 (no vale)

_ _— X = 1,2
cos x 0,366\x - 509

Puntos: (1,2; 0); (5,09; 0)

¢ Puntos de inflexion:

J"(x) = —2cos 2x — cos x

S"x0) =0 - —2cos2x—cosx=0
—2(cos? x — sen® x) — cos x = 0
—2¢0s? x + 2sen’ x — cos x = 0
—2c0s? x + 2(1 = cos? x) — cos x = 0
—2¢08% x + 2 — 2c0s? x — cos x = 0
—4cos? x—cosx+2=0

1i\/1+52 /COS.X'=—0,843

COSX = =g T~ cosx = 0,593

=2 Puntos: (2,57; 0,6
cosx=—0,843/x 757D untos: (257: 20,69

T—~x=-371H (3,71; -0,63)
0
_nosll
- x=094p (0,94; 0,44)
cos x = 0,593 0
T~ x=5350 (5,35; 0,45)
e Grafica:
\ | \ 3
\ | \2 |
T 2T
~ N~/
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1. ¢Qué tipo de ramas en el infinito tienen?

3x x? x4
= = = dy=
)y +1 by x+1 Ay x+1 )y x+1
_ 1
a) y= =+ 1 -
lim f(x)= lim f(x)=0 - Asintota horizontal: y=0 >
_  3x
b) Y x+1 —_ __ 1l _____
3 —
lim f(x)= lim f(x)=3 - Asintota horizontal: y =3
c)y=—x2 —xo1+ - ~
x+1 x+1
— Asintota oblicua: y=x-1 ,’;i/
4
Q) oy X
)y x+1
O
lim f(x) =+,  [im f;x) = +00E ‘ [
70 0 Ramas parabdlicas
X
lim f(x) =-co; lim ~—— = +°°|% ‘
x
O
2. ;Qué tipo de ramas en el infinito tienen?
ay=X" b)y=i/x2+3 c)y=x+\/;
e.x
dDy=igx e)y=xsenx Dy=x—cos x
2
a) V= e—x
lim f(x) = +o00;  [im S —co. Rama parabdlica. \ ‘
X ~
lim f(x) = 0. Asintota horizontal: y =0 ‘
b) y=VaxZ+3
_ . J O
lim [(x) = +0;  [im P 0 E \ ‘ /
0 Ramas parabdlicas
lim [(x) = +0; [ & =0 E ‘
im s dim 5
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O y=x+Vx

lim f(x) no existe, pues solo esta definida en [0, +00).

lim f(x) = +00;  [im f;—X)= lim (1+\éc—x)=1=m ‘ [
Iim [fo0 -x]= lim Vx =+o ‘
dy=1gx
No existen lim f(x) ni lim [f(x).
e) y=xsenx
No existen  lim f(x) ni lim [f(x).
) y=x-cosx
lim [f(x) =—0; [im & = Iim XZSX 1+senx o existe
X X 1
lim f(x) = +00;  [im S0 = i @ no existe
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR
1  Representa una funciéon continua y deriva-
ble en R tal que:
lim f(x)=+w, lim f(x)=-o, f(2)=0
X — +00 X - —00
Sf(2) =1, f'(x) 20 para cualquier x. .
2
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2 Representa una funcion que no esté defini-
daen x=-3 ytal que:

lim f(x)=+0wy lim +f(x =_—00

x - =3 x -3

B _ /Si x—>+°°sf(x)<1
xlin;mf(x) I— i x . —oo, f(x)>1

No tiene puntos singulares y es creciente.

3 Deuna funciéon y = f(x) tenemos esta informacion:

D=R —{1,4 lim f(x)=+0; lim f(x)=-
x -1 x -1

lim f(x)=—oo; lim4+f(x) =+00; lim f(x)=0

x> 4 X o %00
(si x - +oo, f(x)>0; si x - —o0, f(x)<0)
S @2)=0, f(2)=-1; f'(-1D=0, f(-1)=-1

Represéntala.

4  Dibuja la grafica de una funcion de la que se
S conocen las siguientes propiedades:

lim f(x)=-0, lm f(x)=+ow

X — —00 X — +o00

S(x)=0si x=-2, x=0, x=3, x=4

N

e - gt------3-

SJE2) =25 f(0)=0; f(B)=5; f(D=4 /

lim f(x)=—o, lim f(x)=-3, lim f(x)=-—o

X — —00 X - + X - =5

J(8) =-2, f(0) =0 es el unico punto donde f(x) se anula.

Dibuja la grafica de una funcion que cumpla las siguientes propiedades:

f'(=8) = 0 yladerivada no se anula en ningiin otro punto. Ademas, f'(x) <0

para todo x positivo.

La funcion es continua en toda la recta real, salvo en los puntos x=—5 y x=0.

1

1

1

I
1
1

| 2
1

1

1

1

1

1

1
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6 Describe las siguientes funciones indicando sus asintotas y ramas infinitas, sus
puntos singulares y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

) b
L1 1 HE &
\[/ |
1 |
1] |
] |
c d | Wi
I 4
\
1 7
]
A 12
4 |
P4 |
p |
7 [

a) e Asintota vertical: x = 0. Asintotal horizontal: y = 2
lim fx) =2, Iim f(x) =2
(si x - —oo, flx) <2; si x - +o0o, f(x)<?2)
lim f(x) =—-o00; [im [(x)=—0

e f(x) no tiene puntos singulares.

e Decrece en (-, 0) y crece en (0, +00).
b) e Asintota vertical: x = -2. Asintotal horizontal: y = -2
im fx)=-2, lim f(x)=-2

(si x - —oo, flx) >=2; si x - +oo, f(x)>=2)
lim f(x)=+0; [im f(x)=-

e Puntos singulares: f7(0) = 0; f(0) = -1. Maximo en (0, -1)

e Creciente en (—o0, —2) J (=2, 0) y decreciente en (0, +).

¢) * Asintota horizontal si x — +e: y =0

lim f(x)=+c0; [im [f(x)=0

(si x — +o0, f(x) >0)
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e Puntos singulares:
f'(0) =0; f(0)=0. Minimo en (0, 0)
f1(2)=0; f(2)=1. Maximoen (2, 1)

e Decreciente en (o, 0) U (2, +00) y creciente en (0, 2).

d) e Asintota vertical: x =2
Asintota oblicua: y = x
(si x - —oo, f(x)>x; si x - +oo, f(x) <x)

lim [f(x) = +0o; [im [f(x)=—00

e Puntos singulares: no tiene.

e Creciente en (—o0, 2) |J (2, +00).

7 Se considera la funcion f(x) = x3 + 2x + 4. ;Tiene maximos y/o minimos?
S ¢Tiene algin punto de inflexiéon? Haz una grifica aproximada de esta fun-
cion.
f)=x3+2x+4
o [i(x) = 3x* + 2
S =0 - 3x>=-2 - no tiene solucion.
['(x) >0 paratodo x - f(x) es creciente.
No tiene maximos ni minimos.
o f(x) = 6x
=0 - 6x=0 - x

1
o

Signo de f"(x):

_f”< 0 f-H> 0
/\ 0 U Hay un punto de inflexion en (0, 4).

e Ademas, [lim [f(x)=-c; [im [f(x) =+

e Grafica:

—r—
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Dada la funcién y = x3—3x + 1, se pide:

wn ©

a) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento. Extremos relativos.
b) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.

c) Dibuja la grafica a partir de los resultados anteriores.

a) f1(x) = 3x% = 3

, _ 2 _ /.X=—1
fx=0 - 3x —3—O\x=l

Signo de f"(x):

>0 f'<0 f>0
/ -1 \ 1 /

f(0) es creciente en (-0, —1) U (1, +c0)

es decreciente en (-1, 1)

tiene un maximo en (-1, 3) y un minimo en (1, —1)

b) f"(x) = 6x
=0 - 6x=0 - «x

Il
o

Signo de f"(x):
f”< O f//> 0

R

f(x) es convexa en (-0, 0)

es concava en (0, +o)

tiene un punto de inflexién en (0, 1)

9

-

> gliney

—
~——

f—
L~

9 En las siguientes funciones, estudia su dominio, asintotas y posicion de la
curva respecto de estas, y represéntalas a partir de los resultados obtenidos:

1 —1 X
a = b = C =
)y x2-1 )y xZ2+1 )y x2-1
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2
D _x“ -1

1
x2-1

a)y =

e)ys=

2
X x“—x+1
f) = — —
1+ x2 Y x2+x+1

e Dominio: R —{-1, 1}

e Asintotas:

lim f(x) = 0;

lim [(x) =0

y =0 es asintota horizontal.

(si x - —oo, f(x)>0; si x - +oo, f(x)>0)

lim  f(x) =+l
FAES) 5
O
lim  f(x) = —oo[]
O

lim f(x)=—c0 U

O
0
lim f(x) = +o00 [J
O
e Grafica:
-1
b)y =
Y x2+1

e Dominio: R

e Asintotas:

x = -1 es asintota vertical

x =1 es asintota vertical

No tiene asintotas verticales.

lim () = 0;

(si x - —oo, fl(x) <0

e Grafica:

lim f(x)=0

si x - +oo, f(x) <0)
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x
x2-1

oy =

e Dominio: R —{-1, 1}

e Asintotas:

lim f0) =0, lim fx)=0

(si x - —0o, f(x)<0; si x - +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim  f(x) = —WE
0
lim  f(x) = +ooJ
a
lim f(x)=—o0

lim [(x) = +o0

= -1 es asintota vertical

a
g
0 x=1 esasintota vertical
ad
a

e Grafica:

2 _
d)y=xx 1 =x—%

e Dominio: R — {0}
e Asintotas:

K = +oo [J
lim f(x) =+ 0

lim f(x) = —OOE
O

y=x es asintota oblicua.

x =0 es asintota vertical

(si x - —0o, f(x)>x; si x - +oo, f(x) <x)

e Grafica:
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x
1+ x2

e)y=

e Dominio: IR
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim f(x)=0; Iim f(x)=0
(si x - —0o, f(x) <0; si x - +oo, f(x)>0)

e Grafica:

-

2_x+1
£ y=2X =X+
x2+x+1
e Dominio:
x2+x+1=0 o x=M — No tiene solucion.

D=1R
e Asintotas:

lim fo =1, lim flx) =1

(si x - =00, f(x)>1; si x - +oo, f(x) <1

y =1 es asintota horizontal.

e Grafica:

N
(SN
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PARA RESOLVER
10 Representa las siguientes funciones estudiando previamente:

— Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

— Intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y extremos relativos.

) y=2x+ b) y= 2
9y d y- X 2X2
O o DI G
= Wyt
i)w% i)wﬁ
oy 2 Dy=—F
m)y=x"fz n)y=(xx_—_21)2

a) y=2x+%

e Dominio: R — {0}
e Asintotas:

7 =_oo J
lim [f(x) 0

x =0 es asintota vertical

0
lim f(x) = +o0 E

y = 2x es asintota oblicua.
(si x - —oo, f(x) <2x; si x - +oo, f(x)>2x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
fe=2-2

x2

2
f=0 - =8 o L x2od
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Signo de la derivada:
>0 <0 f'<0 >0
/ -2 \ 0 \ 2 /
Sf(x) es creciente en (—o0, —2) U (2, +0)

es decreciente en (=2, 0) U (0, 2)

tiene un maximo en (=2, -8)

tiene un minimo en (2, 8)

e Grifica: 7

<

®

2x

b) p= 2%
AT

e Dominio: R — {-1}
e Asintotas:
lim f)=0; lim [f(x)=0
(si x - —oo, f(x) <0; si x » +oo, f(x)>0)
y =0 es asintota horizontal.
lii (x) = —oo[]
im f i

0 x=-1 es asintota vertical
lim f(x) = —oo[]
O

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2+ D2 —2x-2(x+ 1D _ (x+ DQx+2—4x) _

—2x + 2

') =
4 (x+ DA (x+ D
fx)=0 - 2x+2=0 - x=1
Signo de f"(x):

/<0 S>0 JS'<0

\—1/1\
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f(x) es decreciente en (oo, —1) U (1, +0)

es creciente en (-1, 1)

. P 1
tiene un maximo en |1, >

e Grafica:

3 4x
C) = x— =X+ ——
Y x2—4 x2— 4
e Dominio: R —{-2, 2}

e Asintotas:

lim f(x) = —oog
0 x=-2 es asintota vertical
lim f(x) = +°°E

lim [f(x)=—o E
0 x =2 es asintota vertical
lim f(x) = +o0 E

y =x es asintota oblicua.

(si x - —00, fx) <x; si x - +oo, f(x)>x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

S0 = 32 (x? —4) —ad - 2 _ 3xt — 120 —2xt | xt - 120 | xP(? - 12)

(% — 42 (% — 42

x=0 __
S=0 - x?-12)=0 <_ x=-V12

Signo de f(x):
f>0 /<0 /<0 /<0

(% — 4)? (% — 42

/<0 />0

/—\/ﬁ\—z\o\z

J(x) es creciente en (=0, —V12) U (V12 +w)

\ \/ﬁ/

es decreciente en (—V12,-2) U (=2, 2) U (2, V12)

tiene un maximo en (—V12, -3v3)

tiene un minimo en (\/E, 3\/5)

Unidad 11. Representacién de funciones

©



e Grafica:

—
o~

[

e Asintotas:

_ . - _o
lim [(x)=—o 5

0 x=1 esasintota vertical
lim f(x) = +oo E

y=x—1 es asintota oblicua.

(si x - —00, f)<x-—1; si x » +00, f(x)>x—-1)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1 x-1D%*-1 _ x*-2x+1-1
'’ =1 - = = =
S T T o -1
_oxfP-2x _ x(x-2)
(x - 12 (x—D?
, ~ B /x=0
=0 - x(x—Z)—O\x=2

Signo de f(x):
>0 <0 f'<0 >0

— 0 ~ ! ~ ? —
f(x) es creciente en (=00, 0) U (2, +0)

es decreciente en (0, D U (1, 2)

tiene un maximo en (0, —2)

tiene un minimo en (2, 2)

Unidad 11. Representacién de funciones



e Grafica:

/4
7/

4 — 12
e) y=————=
CEEE

e Dominio: R — {2}

e Asintotas:
lim f) =0, lim [f)=0
(si x - —00, f(x) <0; si x » +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota oblicua.

7 =_oo[J
lim [(x) 5

[0 x =2 es asintota vertical
lim f(x)=—-0[]
ad

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

4(x—2)2—(4x—12) - 2(x = 2) _ 4 —-2)—2Mx—-12) _
(x —2)* (x—2)3

S0 =

_ 4x—-8-8x+24 _ —4x+16
(x—2)° (x—-2)°

=0 - —4x+16=0 - x=4

Signo de f"(x):
f'<0 f>0 <0

\2/4\

f(x) es decreciente en (—o0, 2) U (4, +00)

es creciente en (2, 4)

tiene un maximo en (4, 1)

Unidad 11. Representacién de funciones



e Grafica:

-

_ X
Dy

e Dominio: R — {2}
e Asintotas:
lim f(x)=0; lim [f(x)=0
(si x » —00, f(x) <0; si x - +0o, f(x)>0)
y =0 es asintota horizontal.

lim [(x) = +oo E
x =2 es asintota vertical

a
lim f(x) = +OOE

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

(x—=22-x-2(x-2) _ x=2-2x _ —x-2

S0 = -2 x—20  (x-2)
x=-2

-x-2=0 —

=0 -

Signo de f(x):
<0

\—2/2\

es decreciente en (—o0, —2) U (2, +0)

/>0 <0

S0
es creciente en (-2, 2)

. . -1
tiene un minimo en (-2, ry

e Griafica:

4

Unidad 11. Representacién de funciones



(x-D@-3) _ a?-4x+3 _ . 5 1
x=2 x =2 X =2

g2 y=

e Dominio: R — {2}
e Asintotas:

lim  f(x) = +o[]
E x =2 es asintota vertical

lim  f(x)=—0[]
a

y =x—2 es asintota oblicua.

(si x - =00, fX)>x—2; si x » +00, f(x) <x—2)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1
(x = 2)?

fx)=0 - (x-=22+1=0 - no tiene solucion

S =1+

f(x) no tiene extremos relativos.

Jf'(x) >0 paratodo x - f(x) es creciente en todo su dominio.

e Grafica: 4
/|
7’7
LA
)G 2 [
7
V4
/
2
h) y=—2%
N4 0_ 2
e Dominio: R - {-3, 3}

e Asintotas:

lim fx)=-1, Iim [f(x)=-1
(si x - —oo, f(x) <-1; si x - +o0, f(x)<-1)

y =-1 es asintota horizontal.

lim [f(x)= —OOE

00 x=-3 es asintota vertical
lim [f(x) = +oo[]

O
lim [(x) = +c0 E

0 x =3 es asintota vertical
lim f(x) = —o E

Unidad 11. Representacién de funciones



e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

20(9 —x®) —a? - (20) _ 18x—2x3 +2x3 _ 18«
(9 — x%)? (9 —x%)? (9 —x?)?

S0 =
f=0 - 18x=0 - x=0

Signo de f(x):
f'<0 <0 />0 >0

\‘3\0/3/

f()  es decreciente en (=00, —3) U (=3, 0)

es creciente en (0, 3) U (3, +)

tiene un minimo en (0, 0)

e Grafica:

-
[S¥]

N~

—//
—~
™~

=x+_
X

. _x*+ 4 4
D y= ~
e Dominio: R — {0}
e Asintotas:
lii (x) = —o0 [
im f 5

0O x=0 esasintota vertical
lim  f(x) = +o0 ]
0

y =x es asintota oblicua.

(si x - —0o, f(x) <x; si x - +oo, f(x)>x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

f/(x)=1_i2

x
, _ 2 s /x=—2
=0 - x*—4 O\x=2

Signo de f(x):

S>>0 S'<0 S'<0 f>0

i N N

Unidad 11. Representacién de funciones



f(x) es creciente en (-0, -2) U (2, +o0)
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2)
tiene un maximo en (=2, —4)

tiene un minimo en (2, 4)

e Grifica: 7,

N

x2

(x - 3)?
e Dominio: R — {3}

poy=

e Asintotas:

lim fo)=1, Lim flo)=1

(si x - —oo, f(x)<1; si x - +oo, f(x)>1)
y =1 es asintota horizontal.
lim  f(x) = +o %
[0 x=23 esasintota vertical
lim f(x) =+ ]
O
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2x(x—3)2 —x? - 2(x—3) _ 2x(x—3) —2x% _

"(x) =
S @3 (-3
_ 2x% - 6x —2x% _ —6x
(x—3)3 (x—3)3
=0 5 —-6x=0 - x=0

Signo de f"(x):
f'<0 f>0 <0

\0/5\

f(x) es decreciente en (=00, 0) U (3, +00)

es creciente en (0, 3)

tiene un minimo en (0, 0)

Unidad 11. Representacién de funciones



e Grafica:

|t

K) y= 2296'3 o 22x
xc+1 xc+ 1
e Dominio: IR
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
y = 2x es asintota oblicua.

(Si x - =00, f(x) >2x; si x - +oo, f(x) < 2x).

¢ Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

6x%(x? + D —2x3 - 2x _ 6t + 62 — 4t | 2x% + a2

S0 =

(xz + DZ (xz + 1)2 (x2 + 1)2
f0=0 - 2x*(x*+3)=0 - x=0
Signo de f(x):

f'(x) >0 paratodo x#0

f(x) es creciente en todo IR.

e Grafica: N

-

x4
P

e Dominio: R —{-2, 2}

D y=

e Asintotas:

1 = +oo[]
lim  f(x) =+ 5

0 x=-2 esasintota vertical
lim  f(x) = —oo[]
0

Unidad 11. Representacién de funciones



lim f(x) =—cl

O
lim f0 [0 x=2 esasintota vertical
im  f(x) =+ []
O
O
lim f(x) = +oo; lim f;—X) = —OOE
) O Ramas parabodlicas
lim [f(x) = +o0;  [im f_x = +oo%
X O

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

F1(x) = 4x3(x? — 4) — xt2x _ 4x5 — 16x3 — 2x° _ 2x> — 163 _
(x? - 42 (x? - 4)? (% — 4)?
_ 2x%(x% - 8)
(% — 4)?

x=0 _

f0=0 - 2x3x*-8)=0 < x=-V8

Signo de f"(x):

/<0 />0 >0 f'<o /<o >0

\_@/*Z/O\Z

\\/g/

J(x) es decreciente en (—c0, —V8) U (0, 2) U (2, V8)
es creciente en (—V8, -2) U (=2, 0) U (V8, +w)

tiene un minimo en (—V8, 16) y otro en (V8, 16)

tiene un maximo en (0, 0)

e Grifica: \ 0 /
\ o /
/ N 12|
Yy =
my =
Y x+ 2
e Dominio: R —{-2}
e Asintotas:
lim  f(x) = +°°B
0 x=-2 es asintota vertical
lim  f(x) = —oo[]
O
Unidad 11. Representacién de funciones



Ramas parabdlicas

lim f(x)=+0; [im & = _co
X
S0

= +o0

I

) — oo p
lim f(x o, [lim .

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

3a(x +2) =3 _ 3o+ 6x? -3 2x% + 6x?

S = T (G + 2)2 (x + 2)?

x=0

i - —0—
S=0 - 2x2(x+5)—0\x=_3

Signo de f(x):
/<0 S>0 />0 S>0

\ -3 / -2 / 0 /
Sf(x) es decreciente en (-0, —3)
es creciente en (=3, =2) U (=2, +)

tiene un minimo en (=3, 27)

tiene un punto de inflexiéon en (0, 0)

e Grafica:

N

AN 1%

AVN {0

5T
-4 2 4

/

[

|
G S g
-1 x—1

e Asintotas:

lim [(x)=—o E
0 x =1 esasintota vertical
lim [(x) = +c0 E

y =x—3 es asintota oblicua.

(Si x - =00, fx) <x—3; si x - +oo, f(x)>x—3).

Unidad 11. Representacién de funciones



e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

fy=1-—L o =D?-1_ x?-dx

(x—1D? (x—D? (x—1D?

, _ . o /x=0

S0 =0 x(x—2) O\x=2

Signo de f"(x):
>0 <0 f'<0 >0
/ 0 \ 1 \ 2 /v

f(x) es creciente en (=00, 0) U (2, +00)

es decreciente en (0, 1) U (1, 2)
tiene un maximo en (0, —4)

tiene un minimo en (2, 0)

e Grafica: /

,.ﬂ
N

S
N

N

Wi

11 a) Halla las asintotas de la grifica de la funcion definida para x > 0 por

S 1+ a2
J(x) = -

b) Halla las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f indicando sus
maximos y minimos locales y globales, si los hay.

c) Esboza la grafica de f.

a) lim f(x)=+0 5 x=0 esasintota vertical.

S =x+ L. y =x es asintota oblicua.
x

(Si x —» +oo, f(x) > x)

2
b)) =1 - L - 1
X X
X = -1 (no vale)

7 - R 2_1 =
S =0 x° -1 O\x=1

(x =-1 no vale, pues f(x) esta definida solamente para x > 0)

Unidad 11. Representacién de funciones Q



Signo de f"(x):
<0 />0
0 \ 1 /

f(x) es decreciente en (0, 1)

es creciente en (1, +o0)
tiene un minimo (local y global) en (1, 2)

no tiene un Maximo

<)

I ————
N

12 Dada la funciéon f(x) = x*1
S VaZ+1

a) Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto a estas.

, se pide:

b) Maximos y minimos relativos, e intervalos de crecimiento y de decreci-
miento.

c) Dibuja la grafica de f.
a) * Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

_ x+1 _ -x+1

lim ——— = Jlim — =-1
Va2 + 1 VaZ + 1

im XLy
Va2 + 1

y =-1 es asintota horizontal cuando x - —oo (f(x) > -1)
» =1 es asintota horizontal cuando x — +o0 (f(x) > 1)

2x
2Va2+1 X+ 1-x*-x  1-x
(x?+ 1) Vx? + 13 Vix? + 13

Va2 +1—(x+ 1) -

b) f'(x) =

f=0 - 1-x=0 - x=1

Unidad 11. Representacién de funciones 0



Signo de f"(x):
/>0 JS'<o
/ 1 \

f(x) es creciente en (—oo, 1)

es decreciente en (1, +0)

tiene un maximo en (1, V2)

<)

-1

13 Representa grificamente la funcion: p(x) = x%+ 4/3x3 + 2x2-2

¢Cuantas raices reales tiene este polinomio p (x)?
p(x)=x4+%x3+2x2—2

o lim p(x) =+0; [im p(x) =+

o p'(x) = 4x3 + 4x% + dx = 4x(x? + x + 1)

p'x)=0 - x=0 - Hayun punto singular en (0, -2).

e p(x) = 12x2 + 8x + 4 = 4(3x% + 2x + 1)

2 +V4-12
6

p(x) no tiene puntos de inflexion.

px)=0 - x-= - no tiene solucion.

e Grafica:

e f(x) tiene dos raices reales.

Unidad 11. Representacién de funciones



14 Dadas las siguientes funciones, halla sus asintotas, estudia el crecimiento y
S laexistencia de miximos y minimos. Dibuja su grifica:

e* x3
= b)v=
Dy x2-3 )y 4x%+1
4

Oy=x+—> dDy=Vx?-4 —x-2

Y (x—1)? y
a)y= e*

Y x? -3

e Dominio: R — {(-V3, V3}

e Asintotas:
lim  f(x) = +o0 E
0 x=-V3 es asintota vertical
lim  f(x) = -]
O
lim [f(x) =-o E
lim ) = 4o II% x = V3 es asintota vertical
U
lim Zex 3 =0 - yp=0 esasintota horizontal cuando x — —o
.X' pa—
(f ) >0)
lim [f(x) = +0;  [im f;_x) =+00 - Rama parabdlica

¢ Crecimiento, maximos y minimos:

oo €¥P=3) =¥ 2x _ e¥(x?-2x-3)
e (2 = 372 (=3
22V4+12 _ 2

f0=0 - x?-2x-3=0 - Xx-= =

i 3
2 2

-1

4 __—X
\.X

Signo de f"(x):
>0 >0 <0 /<0 />0
— 3 — - ~ V3 ~ ’ —
f(x) es creciente en (-0, —V3) U (=V3, -1) U (3, +00)
es decreciente en (-1, V3) U (V3, 3)

tiene un Maximo en (—1, i)
2e

. . el
tiene un minimo en (3, —

6

Unidad 11. Representacién de funciones e



e Grafica:

3 1
by=—> =-
)y 4% + 1 4

e Dominio: R

e Asintotas:

X —

(1/4)x
4x2% + 1

No tiene asintotas verticales.

Y= %x es asintota oblicua.

(Si x - 00, f(x)> %x; i w0, [0 < 120

1

¢ Crecimiento, maximos y minimos:

J'Qo =

Ax2(4x? + 1) — a3 - 8x _ 12x% + 3x2 — 8xt _ 4xt + 3x?

(4x? + 1)? (4> + 1)? (4xc® + 1)?

f)=0 - x*4x*+3)=0 - x=0 - (0,0)

S0 >0 si xZ0

e Grafica:

4

c)y=x+—(x_1)2

e Dominio: R — {1}

e Asintotas:
lim f(x) = +o0 ]
O
lim f(x) = +c0 @

—  f(x0) es creciente (tiene un punto de inflexién en (0, 0))

/4

N
AN

N

\\\

\\\

\\\

\\\

N\

x =1 es asintota vertical

y =X es asintota oblicua.

(Si x - =00, f(x)>x; si x - +oo, f(x) > x).

Unidad 11. Representacién de funciones



e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
8§ _ (x-1D3-8

(x - 13 (x—1)3

=0 - x-1P3=8 - x-1=2 - x=3

S =1~

Signo de f"(x):

S50 s<0 S50
/ 1 \ 3 /

S0 es creciente en (—oo, 1) U (3, +0)

es decreciente en (1, 3)

tiene un minimo en (3, 4)

e Grafica:
s
LTI TN T
l 4
pé -
y4
dy=vVx?-4 —x-2
e Dominio: (-0, —2] J[2, +00)
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
lim f(x) = Ilim [Vx*-—4 +x-2] =+
o x4+ x-2 2
m= lim — = Iim ———— = —=-2
X —X -1
n= lim [fO)+2x]= Iim [Va*-4 +x—2-2x]=

= lim [Va?-4 —x=2]= lim [Vx?—4 —(x+2)]=

[Vxz — 4 — (x + 2)][Vx2 — 4 + (x + 2)]

= [lim —
[Vx2 — 4 + (x + 2)]
p X% — 4 — (x + 2)? p x2—4—x*—dx—4
= lim = lim — =
Va2 — 4+ x+2 Va2 —4 +x+2

Unidad 11. Representacién de funciones 0



= lim &:‘_4=_2

Va2 —4+x+2 2
Yy =-2x—2 es asintota oblicua cuando x — —oo.
(f(x0) <=2x-2)
lim fx) = Ilim [Vx*—4 —x—-2]=-2

y =—2 es asintota horizontal.

(o <=2)

¢ Crecimiento, maximos y minimos:

2x x—Vx2—4
' = _1 =
S 2Vx2 — 4 Vx2 -4

f(x) no es derivable en x=-2 nien x= 2.
[ =0 - x-Vx?—4=0 - x=Vx’-4 - x=x*-4 -
- no tiene solucion - no hay puntos singulares
Signo de f"(x): /<0 no existe [>0
\ -2 2 /

f(x) es decreciente en (-, —2) y es creciente en (2, +o0).

e Grafica: Y

-

15 Estudia los maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes fun-
ciones y represéntalas graficamente:

X_ o

Dy= oS py- e

y=T c)y=Ssenx+ cosx para 0<.x<2T

eX¥—e™

a)y = = Sh x. Esta funcién se denomina seno hiperbdlico de x.

, _ X+ X
JiE) —

fx=0 - e*+e*=0 - notiene solucion -
— no hay maximos ni minimos

f'(x) >0 paratodo x — f(x) es creciente

Unidad 11. Representacién de funciones é



. _ oYX — o=
S0 —

f”(x)=0 - ex—e_x=0 — —— =90 N er_1=0

Signo de f"(x):

f’/ < O f” > O
Hay un punto de inflexién en (0, 0).
R N |
e Grafica:
|
/
NV
i
/
l
er + ™ L . . 1
by = — = cosh x. Esta funcion se denomina coseno hiperbdlico de x.

. _e¥—e¥
S0 —

=0 - e'—-e*=0 - x=0 - yp=1

Signo de f'(x):

f/< 0 f/> 0
~ 1 Hay un minimo en (0, D).

/

o f(x) = - +2 =

f"(x) =0 - no tiene solucion — no hay puntos de inflexion

e Grafica:

—
I
——
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Q) y=senx+ cosx para 0<x<2T
o f'(x) = cos x — sen x

X =
"x)=0 - cosx=senx — I x=1/

X =

o]y =l

Signo de f"(x):

/>0 /<0 />0

7 ~ = 7

B E]

Hay un maximo en (%, \/E) y un minimo en (%, —\/E).

o f"(x) = —sen X — cos x

_3n
[ =0 - senx=-cosx - tgx=—1< 74T[

4
Signo de f"(x):
£7<0 /50 £7<0
0 3m 7m 2m
/\ G U 4
. - 3n 7m
Hay un punto de inflexién en T 0| y otro en VR 0.
e Grafica:
HY
J/
BTIN /T 21
ZIA .
NS

16 Representa las siguientes funciones:

X In x

= X b =
Vy=— ) y=—
o) y=xlhx d) y=(x-1e*
e y=e™ f) y=x%e™

X3

= h) y=m(x*-1
gy n ) y=In(x )
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e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = —o;  lim f;—X) =+00 - Rama parabdlica
lim fX) = lim == lim S
e~ er

y =0 es asintota horizontal cuando x — +0 (f(x) > 0).

¢ Puntos singulares:

ef—xe* _er(d-x _ 1-x
e2x e2x eX

S0 =
=0 - 1-x=0 - x=1

Signo de f"(x)
f>0 S<0
/V 1 \

f(x) es creciente en (-0, 1)

es decreciente en (1, +)

. P 1
tiene un maximo en (1, —
e

e Corta a los ejes en el punto (0, 0).

e Grafica:

—

In x

by =
e Dominio: (0, +o)

e Asintotas:

lim f(x) =—-c o x=0 esasintota vertical
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lim flx)= Ilim —/——— =0

y =0 es asintota horizontal cuando x — +co (f(x) > 0).

e Puntos singulares:

von . (/x) x—Inx _ 1-—Inx
pla = WX lnx o 1D

f=0 - hx=1 - x=e

Signo de f"(x):

/>0 /<0
0 / ¢ \

f(x) es creciente en (0, e)

es decreciente en (e, +)
tiene un maximo en (e, —
e
e Corta al eje X en (1, 0).

e Grafica:

—

[
|
|
Ady=xinx
e Dominio: (0, +o0)
¢ Asintotas:
lim xInx= I[im Inx _ lim /x__ lim (—x) =0
1/x ~1/x?

No tiene asintotas verticales.

lim f(x) =+o;  [im f;_x) =+  Rama parabdlica
e Puntos singulares:

SO =Mmx+x-

l=lnx+1
X
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fl(x):O Ed l?’l.X‘:—l — _X':e_l:l
e

Signo de f'(x):
/<0 />0
’ ~ o —

f(x) es decreciente en (O, l)
e

. 1
es creciente en (—, +00
e

. - ( 1 1 )
tiene un minimo en (—, ——
e e
e Corta al eje X en (1, 0).
e Grafica: /
/
/
/
1 /
/

dy=-De*
e Dominio: R

e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim fG) = lim (x-De¥= fm =X=L1 - pppm =L

e e

» =0 es asintota horizontal cuando x - —o (f(x) < 0).

SO

lim  f(x) = +o0;  [im e Rama parabdlica

e Puntos singulares:
S0 =+ (x—De¥ =1 +x—1) = xe*
S=0 - x=0
Signo de f"(x):

JS'<0 >0

~ 0 -
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S0 es decreciente en (-0, 0)
es creciente en (0, +o)

tiene un minimo en (0, —1)

e Corta al eje X en (1, 0).

e Grifica: I

~—_

e)y= e

e Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim fQo = Iim fx)=0
y =0 es asintota horizontal (f(x) >0 para todo x).

e Puntos singulares:
S0 = —2xe
=0 - 2x=0 - x=0
Signo de f"(x):
f'>0 /<0
Y

J(x) es creciente en (-0, 0)

es decreciente en (0, +)

tiene un minimo en (0, 1)

e Grafica:
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f) y= xz e
e Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  [(x) = +o0;  [im f;—X) =—0 _ Rama parabdlica
2
lim f(x) = +00;  [im X m = ogm L -0
e er er

y =0 es asintota horizontal cuando x — +co (f(x) > 0).

2
. X

¢ Puntos singulares: ) = =
e

2xeX —x?e¥ _ ¥ Qx—x?) _ 2x—x?
e2x e2x X

J'Co =

x=0

i - R a2 = o _ = —
S0 =0 2x—x=0 x(2 —x) O\x=2

Signo de f'(x):
JS'<0 />0 <0
\ 0 / 2 \

J(x) es decreciente en (-, 0) U (2, +00)

es creciente en (0, 2)

tiene un minimo en (0, 0)
tiene un maximo en (2, iz)
e

e Grafica:

—

-

Qy=

e Dominio:
Imx=0 - x=1. Ademas, ha de ser x> 0.

D=0, DHUA, +)
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e Asintotas:

lim f(x) =0

lim f(x) = —col]

Ood

} x =1 es asintota vertical
lim f(x) = +oo ]

O

SO

lim f(x) = +o0;  [im

e Puntos singulares:

=+00 - Rama parabdlica

F100 = 3 nx—x3-(1/x) _ 3x?Inx—x> _ x*Glnx-1
(In x)?

(In x)? (In x)?

’ - N 2 _ =
S0 =0 x*QBlnx—-1) O\lnx=1/5

Signo de f"(x):
/<0 /<0 />0
0 \ 1 \ e'? /r

f(x)  es decreciente en (0, D U (1, /3

es creciente en (el/3, +o0)

tiene un minimo en (e'/3, 3e)

- Xx= 0 (no vale)

—

e Griafica:
5 | [ ]
o \ [/
8
2 U 5
N lls
\
\
\
hy=mx?-1
e Dominio: (—co, —1) J (1, +0)
e Asintotas:
lim f(x)=-0 o x=-1 esasintota vertical

lim flx)=-0o o x=1 esasintota vertical
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O

lim  f(x) = +o0;  [im f(;) =0 E
0 E Ramas parabolicas

lim [f(x) = +o0;  [im S =00

X O

e Puntos singulares:

S = 2

x2-1

=0 - 2x=0 - x=0

No hay puntos singulares (x =0 no pertenece al dominio).
¢ Puntos de corte con el eje X:

=2
2 - 2 - 2_, — %
mx*-1D=0 - x*-1=1 - x4=2 <__

Puntos: (-=v2,0) y (V2,0)

e Grafica:

17 Estudia y representa las siguientes funciones:

:al)y=§'/4—.a\c2 b)y=Vx?-x
2
Ay=vVaZ—4x+5 dy- X
VaZ-1
Q) y = V4 - x2

e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

{ O

lim [(x) =—-o; [im % =0 E
0 Ramas parabdlicas

; ) [ O

lim f(x)=-0; [im —— =0

x O

e Puntos singulares:

[0 = =X - f(x) No esderivableen x=-2 nien x=2

3V (4 — x2)2
S=0 - 2x=0 - x=0
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Signo de f"(x)
>0 >0 f'<0 <0
— . — S N

f(x) es creciente en (—oo, 0)

es decreciente en (0, +)

.
tiene un maximo en (0, V4 )

e Corta al eje X en (=2,0) yen (2,0).

e Grafica:
2T ™\
/ N
I N
b)y = Vx? - x
e Dominio: (—oo, 0] J[1, +o0)
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
lim f(x) = +o0
o J ) Va2 + x
lim ——= Iim ——— =-1
X —X

lim [Vx?+x —x] =

lim  [f(x) + x|

[Vx? + x — x| [Va? + x + «]

= im -
(Va2 + x + x)

p X2+ x — x? p x 1

im = lim —= =

Va2 + x+ x Va2 + x + x 2

y=-x+ % es asintota oblicua cuando x - — ([(x) <-x+ %)

lim [f(x) = +o

™ x2ox
lim ——= Ilim ———— =1
X X
Unidad 11. Representacién de funciones
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lim [f)—x]= Iim [Vx*—x —x] =
L [Vx? — x — x] [Va2 —x + x]
= [lim =
(Va2 —x +x)
= lim Sk tim ————— =L
Va2 —x+x VaZ —x+x 2

y=x- % es asintota oblicua cuando x — +o (/(x) <x— %)

e Puntos singulares:
2x—1

"(x) = ————
S 2Vx? — x

f=0 - 2x-1=0 - x=%

No tiene puntos singulares (en x = % no estd definida f(x)).
Signo de f"(x):
/<0 no existe />0
\ 0 1 /

f(x) es decreciente en (—oo, 0]

es creciente en [1, +)

e Pasa por (0,0) y (1, 0).

e Grafica:
N
\‘ V,
\‘ V,
\‘ V,
N e
Nt
N /
O y=Vx?—4dx+5
e Dominio:
X2-4x+5 =0 - x-= 41\/1# - no tiene solucion

f(x) >0 paratodo x
D-R
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e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x) = +o0

S o Vx%+4x+5
— = lim ————=-1
X —-x

lim

lim ([0 +x]= Iim [Va?+4x+5 —x] =

(Va? +4x+5—x)(Va? + 4x + 5+ x) _

= [lim -
(VX2 + 4x + 5 + x)
_ g tdxrS-x? o dx+s
Va2 +4x+5+x Va2 +4x+5+x
_ 4,
2

Yy =-x+ 2 es asintota oblicua cuando x — —o (f(x) > —x + 2).
lim f(x) = +o0

S xZ_4x+5
Il PRI

lim

Iim [f(0) —x]= lim [Vx?—4x+5 —x] =

(Vx? =4+ 5 —x) (Va2 — 4 + 5+ x)  _

lim e
(V% —4x + 5 + x)
= lim x—2—4x+5—x2 = [lim —dx 5 =
Val—dx+5+x Va2 —d4x+5+x
=__4=_2
2

Y =x—2 es asintota oblicua cuando x — +00 (/(x) > x— 2).

e Puntos singulares:
2x — 4 _ X — 2
2VxZ—4x +5 VxZ - 4x +5

SO =

S=0 - x-2=0 - x=2
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Signo de f"(x)
<0 f>0
\ 2 /

Sf(x) es decreciente en (—o0, 2)
es creciente en (2, +o0)
tiene un minimo en (2, 1)

e Grafica:

N )
N P
N pa
N pa
DN A

’
N

2
X
DIV

e Dominio: (—oo, —1) J (1, +00)

e Simetrias: f(-x) = f(x)

—

J(x) es par: simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas:

lim  f(x) = +o

—

x = -1 es asintota vertical

lim flx)=+0 - x=1 esasintota vertical

lim  f(x) = +oo

_J , x —x

Iim —— = [lim = lim =-1
x Va2 -1 Va2 -1

Vx2—1

2
lim [fGo) +x] = lim [x— x] =

_ x2—xvVat-1
= lim —=——=12 - =

- fm (2% —x Va2 =1) (% + x V2 1) _
(V2 =1) (a2 + x Va2 —1)

Unidad 11. Representacién de funciones
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xtox2?2- 1D

T ) (P adol)
= lim _x4—x4+x2_ =
(Va2 =1) (x2 + x Va2 —1)
P 'Xz
-l x2Vx? =1 + x(x% = 1) )
X2
= Ilim — =0

x2Vx? -1 + x3 — x
y=-=x es asintota oblicua cuando x — —o (f(x) > —x).

lim  f(x) = +o0

im L g Xy
X Va2 -1

Como f(x) es par, la recta y=x es asintota oblicua cuando x — +oo (f(x) > x).

e Puntos singulares:

e v 2 3 3 3
S0 = Va1 2 — Do 20 - 2x o
(.X‘Z _ 1) \/(_X.Z _ 1)3 '\/(.X’Z _ 1)3
V(x2 - 1)3

x=0 (no vale)
S@=0 - x(x2—2)=0< x==2

Signo de f"(x)

/<0 />0 no existe no existe /<0 />0
\ 2 / -1 0 1 \ V2 /
f(x) es decreciente en (-0, —v2) U (1, V2)
es creciente en (—v2, 1) U (V2, +w)

tiene un minimo en (—v2, 2) y otro en (V2, 2)

e Grafica:

N /

N )4
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18 Estudia el dominio de definicion, las asintotas y los extremos de cada una de
las siguientes funciones y, con esa informacion, trata de encontrar su grafi-
ca entre las que estan representadas a continuacion:

1
= b = x
Ay sen x )y =xe
c)y=sen% d)y=%/;
ey=vVxZ+1 f)y=sen*x
Pan res | I | |
D
5 SN R
T \ WA
TT ;T[ 2T
"1 _ /ﬁ\,, 2 :
i [T 1Y :
A
il
QO N
N /
N W% ;
\\ 5 // 5 /1 ™N . N,
N 7 4 y/ N
I 3
- i B
(2 (0
K/ N\
o} /’)
N
L~ Tt 23 T D
Ay = sen x

e Dominio:
senx=0 - x=0+Tk ROZ
D=R-{mk}, kO0Z

e Asintotas:
x =Tk, kOZ son asintotas verticales.

No hay mas asintotas.
¢ Extremos:

f/(x) _ —COsX
: sen? x

Unidad 11. Representacién de funciones 0



, _ e /X=T[/2+2T[]€ 7
[l =0 - cosx 0\x=3T[/2+2Tr/e (kO 2)

Signo de f"(x) en (0, 21D:

JS'<0 S>0 >0 /<0

0 3 2
\ g / s / 7T[ \ 28
f(x) es periddica de periodo 2Tt

f(x) es decreciente en (O, g) U (%, ZTE)

es creciente en (E, T[) U (TL E)

2 2
’ 1)
. L Tt
tiene un mMaximo en (7, —1)

e Griafica - @

E]

tiene un minimo en (

N

b)y = xe*
e Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x)= lim —-xe™*= -

im =X = g =L =0
e¥ e”
y =0 es asintota horizontal cuando x - —oo (f(x) < 0).

lim f(x) = +0; [im f(TX)=

+00 - Rama parabdlica
e Extremos:

S0 =+ xe¥=e¥(1 +x)

=0 - 1+x=0 - x=-1

Signo de f"(x):
S'<0 S>0

\*1/

f(x) es decreciente en (—o0, —1)

es creciente en (=1, +o0)

. . -1
tiene un minimo en (—1,
e

e Griafica - @
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c)y=sen£
2

e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.
e Extremos:

1 X
"(x) = — cos =
S0 5 €08 3

fo=0 - cosX=0 - X=-Tim . x=m+2m
2 2 2
f(x) es periddica de periodo 4Tt
Signo de f"(x):
>0 f'<0 >0

0 /r s \ 3 / 4Tt
S0 es creciente en (0, TD U (311, 41D

es decreciente en (T{ 3TD

tiene un maximo en (TT 1)

tiene un minimo en (3711 —1)
e Grafica - @
s
dy=Vx

e Dominio: R

e Asintotas: No tiene.

O
lim f(x) =—o; [im % = OE
0 E Ramas parabdlicas
lim [(x) = +00;  [im f_x =00
X O
e Extremos:
S = % - f(x) no es derivable en x =0

3Vx?
J'(x) >0 paratodo x#0.

J(x) es creciente.

e Grafica - @
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y=vaZ+1
e Dominio: R
e Simetria:
S0 =f(x) - f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.

e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +o0

A T s
— = lim —— =
X x

1

lim [f)—x]= lim [Vx?+1 —x] =

(Va2 +1-x)(Vx? +1 + x) _

Va2 +1 +x
. X2+ 1 —x? 3 1
= lim —=—_ = lim ————=0
Va2 +1 + x VaZ+1 + x

y=x es asintota oblicua cuando x — +oo0 (f(x) > x).

Por simetria:

y =—x es asintota oblicua cuando x — —o (f(x) > —x).

e Extremos:

2x _ X
2VaxZ+1 Va2l
f=0 - x=0

Signo de f"(x):

S0 =

/<0 />0
~ 0 -

S es decreciente en (-, 0)

es creciente en (0, +)

tiene un minimo en (0, 1)

e Grafica - @
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2

£) y=sen-x

e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.

¢ Extremos:
f1(x) = 2sen x cos x = sen 2x
Sx=0 - sen2x=0 - 2x=0+Tk - x=g/e, kO Z
f(x) es periddica de periodo TU
Signo de f(x) en (0, TD:

f'>0 f'<0
T
0 / 5 \ Tt

f(x) es creciente en (O, g)

es decreciente en (E, T[)
. P Tt
tiene un Maximo en > 1

tiene un minimo en (0, 0) y otro en (Tg 0)

e Grafica - @

Pagina 326

2x2+1

19 Larecta y=2x+ 6 esuna asintota oblicua de la funcion f(x) = &

S llaelvalor de ky representa la funcion.

Ha-

e Hallamos k:

Si y=2x+ 06 esasintota oblicua, tenemos que:

lim % =2, lim [f(x)-2x]=6

Por tanto:
X 2
lim f(x) =+,  [im & = [lim 241 2
X x% = kx
2 2 5.2
lim o —2x = fim [ 2L on| = gy 2T 207 2kx
x—k x—k
= gm L _op-6 L k=3
x—k
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2x2 + 1
L : =
uego: [(x) <3

e Dominio: R — {3}

e Asintotas:

lim [f(x) = —WE
[ X=3 esasintota vertical
lim f(x) = +oo E

y=2x+ 06 es asintota oblicua.

(Si x » —00, fx)<2x+06; si x » +00, f(x)>2x+0)

e Puntos singulares:

dx(x—3)—Qx?+ 1D _ 4a?—12x-2x*—1 _ 2x* - 12x-1

) =
A (x— 3)? (x— 3)2 32

@0 = 2121 - _12:Vldd+s _— ¥ 008
SO0 B IEl i ~— x=-008

Signo de f"(x):
/>0 JS'<0 JS'<0 />0
/ —0,08 \ 3 \ 6,08 /

S es creciente en (—o0; —0,08) U (6,08; +o0)
es decreciente en (=0,08; 3) U (3; 6,08)

tiene un maximo en (=0,08; —0,33)

tiene un minimo en (6,08; 24,32)

* Grifica: \ !
o ALY
1B
I\ 1215
Zant|
y/ana
20 Una particula se mueve a lo largo de la grafica de la curva y = Z_xz para
g x> 1. -

En el punto P(2, —%) la deja y se desplaza a lo largo de la recta tangente a

dicha curva.

a) Halla la ecuacion de la tangente.

Unidad 11. Representacién de funciones 6



b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la particula
encuentra a la asintota vertical mas proxima al punto P.

©) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el punto en el que la
particula encuentra el eje OX.

D o = 24 —x?) = 2x(=2x) _ 2-2x%+4x? _ 2x*+2

(1 —x%)? (1 —x%)? (1 —x%)?
10
"2 = —
S 5
La ecuacion de la recta tangente en P es:
4 10 10 32
= _ — 4+ — -2 . = _— x —- ==
Y=zt (x=2) VS 9

b) La asintota vertical mas préxima a P es x = 1. Tenemos que hallar el punto de
interseccion de x =1 con la recta tangente anterior:

_lo, 320 -2 b
Y75 9 YT El punto es (1, _—)
- _ 9
x=1 x=1

¢) Tenemos que hallar el punto en el que la recta anterior corta al eje OX:

10, 324 10 . _32 _32_16
R @ 9 "9 T Y71 5 @ El punto es (1—6, O)
_ _ 5
y=0 y=0

21 Dada la funcion f(x) = x2[Jx —3[] halla:

S  a)Los puntos en los que f no es derivable.
b) Calcula sus maximos y minimos.
c) Represéntala graficamente.

U x2cx+3) si x<3D_ 0 3+ 3x2 si x<3

D) = Exz(x—3) si 23 gxd-3x% si x23
—8i x 3, tenemos que: f(x) es derivable. Su derivada es:

02,2 ¥
oL At +6x st x<3
f<x)_%3x2—6x si x>3

Por tanto:

S3) =98 p(3) %[5
S13D =9 g f) no es derivable en x =3 (Punto (3, 0)).

b f'x)=0 - ||%—3962+6x=0 si x<3
0 x=0 = (0,0
E3x(—x+2)=o/

T~ x=2 - (2,9

g . .
Bx?-6x=0 si x>3 - ninguno
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Como f(x) =20 paratodo x, tenemos que:

Jf(x) tiene un minimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un maximo en (2, 4).
o) lim [f(x)=+0; lim f(x) =+

Uniendo todo lo anterior, llegamos a la grafica:

]
4 |
|
3 / |
\ / |
\ \
\ \!]
J4 1/ \If
/
22 Comprueba que la funcion f(x) = D‘fD tiene dos asintotas horizontales
distintas. X
" si x<0
foo=0%
si x=20
x+1
Por tanto:
lim fQ0) = lim _jcl =-1 - yp=-1 esasintota horizontal cuando x — —o
x
lim f(x) = lim f 1" 1 - p=1 esasintota horizontal cuando x — +o
X

23 Dada la funcion f(x) =ax + b + E, calcula a y b para que la grafica de f
x
pase por el punto (-2, —6) y tenga, en ese punto, tangente horizontal. Para

ese valor de a y b, representa la funcion.

f(x)=ax+b+%; f’(x)=a—§

22
. -2 L2 4= 0 -2 =20
Pasa por (=2, -0) a+b-4=-6 g a+b Sa-2 b-2
e Tangente horizontal - f(-2)=0 - a-2=00 a=2 O

Para estos valores, queda: f(x) = 2x + 2 + 8
x

e Dominio: R — {0}
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e Asintotas:

lim f(x) = _OOE
[0 x=0 esasintota vertical
lim f(x) = +o0 [J
O
S =2x+2 +% - y=2x+2 esasintota oblicua

(Si x - =00, fx) <2x+2; si x - +oo, f(x)>2x+ 2)

e Puntos singulares:

8 2x% -8
JS=2-=="———
2 2

x=-2
fl=0 - 2x*-8=0 - X2 =4 _
Signo de f"(x):
/>0 /<0 /<0 70
2 0 >

f(x) es creciente en (—oo, —2) U (2, +00)

es decreciente en (=2, 0) U (0, 2)
tiene un maximo en (=2, —6)

tiene un minimo en (2, 10)

e Grifica:

/11

24 Estudiay representa y = arcig x indicando su dominio, asintotas, interva-
los de crecimiento y extremos, si los hubiere.

y=arclgx
e Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas.
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X arc tg x |

lim f(x)=-c; [im & = lim ' S lim 1 00
x 1+x* 0O

O

X arc lg x 0

lim f(x) = +o00;  [im & = lim greEx lim =00
x 1+ x2 U

Ramas parabdlicas.

e Crecimiento y extremos:

y _ 1
S0 :

+ x2

f'(x) >0 paratodo x - f(x) es creciente
Jf(x) no tiene maximos ni minimos.
—2x
P f//(x) = ___—&anr
(1 +x%)?

ffo=0 - 2x=0 - x=0

Signo de f"(x):

1750 /<0
Hay un punto de inflexiéon en (0, 0).
/"7 |
e Grafica:

CUESTIONES TEORICAS
25 ¢Qué podemos decir del grado de una funcion polinémica que tiene dos ma-
ximos y dos minimos relativos? En esa funcion, ¢puede estar uno de los mi-

nimos mas alto que el maximo?

e Si tiene dos maximos y dos minimos relativos, y es polinémica, su derivada tiene,
al menos, cuatro raices; es decir, f'(x) serd, al menos, de grado 4.

Por tanto, f(x) sera, al menos, de grado 5.

e Si, podria haber un minimo mas alto que un maximo. Por ejemplo:

Unidad 11. Representacién de funciones 0



26

27

28

Sl = XL

El minimo de x, estd mds alto que el mi-
ximo de x;,.

¢Cuantos puntos de inflexion puede tener como maximo una funcién poliné-
mica de cuarto grado?

Si f(x) es un polinomio de cuarto grado, f’(x) serd un polinomio de tercer grado y

f"(x) serd un polinomio de segundo grado.

Asi, f(x) tendrd, a lo sumo, dos raices.

Por tanto, f(x) tendra, como maximo, dos puntos de inflexion.

x+1

> no esti definidaen x =1 nien x = —1;
x

La funcion f(x) =

sin embargo, tiene solo una asintota vertical. Justifica esta informacion.

x+1
x2-1 G+ Dx-D

lim f(x) =—-0[]

J x =1 es asintota vertical
lim [f(x) =+ ]
O

) o1 1
lim f(x) lim P 5

En x = -1 hay una discontinuidad evitable, no hay una asintota.
¢Cuantas asintotas verticales puede tener una funcion? ;Y horizontales?

e Asintotas verticales puede tener infinitas. (Como ejemplo, podemos considerar la fun-

, cuya grafica esta representada en el ejercicio 18, es la grafica 2).

cion y =
VT Senx
e Asintotas horizontales puede tener, como maximo, dos: una cuando x — —o y
otra cuando x — +oo,

Da un ejemplo de una funcion que tenga un minimo en x =1 y que no sea
derivable en ese punto. Represéntala.
Uax+1 si x<1

=|x—-1]| =
y=| | Ex—l si x21
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J=0

) >0 para x# 1% - Hay un minimo en x=1, en (1, 0).

f(x) no es derivable en x =1, pues f/(17) =-1%/(1" = 1.

La grifica es:

30 Da un ejemplo de una funciéon que sea derivableen x=1 con f(1)=0 y
S que no tenga miximo ni minimo en ese punto.

Por ejemplo, y = (x — 1)3.
S =3x-D* - f(D=0
S'x) >0 para x#21 - [f(x) es creciente

En x =1 hay un punto de inflexion.

La grafica es:

+
T ——

T ——

31 Si es posible, dibuja una funcion continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al

S menos, un maximo relativo en el punto (2, 3) y un minimo relativo en el
punto (3, 4). Si la funcion fuera polinémica, ;cuil habria de ser, como mini-
mo, su grado?

f(x) debe tener, al menos, dos maximos y
dos minimos en [0, 4], si es derivable.

: Si f(x) fuera un polinomio, tendria, como
1 / 2 3 4 minimo, grado 5 (pues ['(x) se anularia,
al menos, en cuatro puntos).
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32 Representa la funcion y = x — arc tg x determinando el dominio de defini-
cion, asintotas, maximos, minimos e intervalos de crecimiento.

y=Xx—-arcitgx
e Dominio: IR
e Asintotas: No tiene.

lim fo) = —co;  lim f;_@= oy Xoareigx ll_m gx]=

X X

= m |1-—1L =1-0=1 - Rama parabdlica
1+ x?

0
lim f(x) = +o;  [im fT =1 - Rama parabdlica
e Crecimiento, maximos y minimos:

f,(x)=1_ 1 =1+X2—1_ Xz

+ x2 1+ x? 1+ x?

f0=0 - x*=0 - x=0

f'(x)>0 para xZ0 - [f(x) es creciente
Hay un punto de inflexién en (0, 0).

No tiene maximos ni minimos.

e Grifica:

33 Halla las asintotas de las siguientes funciones:

e*+ e 1
a) y=¢ "¢ b) y=_1
)y e¥—e™ & 1+e™
c) y=Imn(sen x) d) y=2x+ sen2x
sen x cos x
="+ f ="
)y x )y x
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e Dominio:
e¥—e?r=0 - e¥=e¥ - x=0
D =R -{0}

e Asintotas:

lim f(x) =—o0

O
O
0 x=0 esasintota vertical
lim [f(x) = +°°E

lim f(x)=-1 - yp=-1 esasintota horizontal cuando x — —oo0 (f(x) <-1)

lim f(x)=1 - y=1 esasintota horizontal cuando x — +oo (f(x) > 1)

by = . —

1+e™
e Dominio: R
e Asintotas:
No hay asintotas verticales.
=0 - yp=0 esasintota horizontal cuando x - —o (f(x) >0)
lim — 1 - yp=1 esasintota horizontal cuando x - +oo (f(x) < 1)
1+e”
)y = In (sen x)
e Dominio:

Solo esta definida cuando sen x > 0; es decir, en los intervalos (0, T U (211, 31D

UdmsmU ...
El dominio son todos los intervalos de la forma: (21t (2& + 1)1), con k0 Z.
e Asintotas:

lim  f(x)=—-o g
S O x=2km x=Qk+ DT

lim f(x) = —c[] SON asintotas verticales (k 0 Z)

No hay asintotas horizontales ni oblicuas.

(No existe  fim f(x) ni  lim [(x).

d)y = 2x + sen 2x
e Dominio: IR

e No tiene asintotas.
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lim [(x) = +o

_ S0 _ 2x + sen 2x  _
lim ——= Ilim ————— =2
X X
lim [f(x) —2x] = lim sen 2x no existe.

(Analogo razonamiento cuando x — —00).

e Dominio: R - {0}

e Asintotas:

sen x +2

lim = 3. No tiene asintotas verticales.

lim fo) = Iim f(x)=2 - yp=2 esasintota horizontal.

(La curva corta a la asintota infinitas veces).

_ coS X
by —

e Dominio: R - {0}

e Asintotas:

7 = _ool]
lim f(x) 5

O «x =0 es asintota vertical
lim f(x) = +oo[]
O

lim f(x)= lim [f(x)=0
y =0 es asintota horizontal.

(La curva corta a la asintota horizontal infinitas veces).

34 Las siguientes graficas corresponden a las funciones f(x) = x sen(Tx); g(x)
s = x2 sen(Tix); b(x) = x2 cos(1ix) en el intervalo [-2, 2].

Relaciona, de forma razonada, cada grafica con su correspondiente funcion.

T (G A V2 o
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e f(x) y h(x) son funciones pares y g(x) es impar.

Por tanto, la grifica de g(x) ha de ser la b).

e f(2)=0 - lagraficade f(x) esla o).

Luego la grafica de h(x) esla a).

e Es decir: a) h(x); b) g(x); © f(x)

PARA PENSAR UN POCO MAS

35

Para averiguar las asintotas de y = Vx?—2x tuvimos que realizar un nota-
ble esfuerzo (paginas 314 y 315). Sin embargo, utilizando el sentido comiin
y casi sin ningun tecnicismo, podriamos haberlo resuelto ficilmente. Vea-
mos como:

Va?—2x =Vx?-2x+1-1=V(x-1>-1 = V(x-1)? = Ox - 10
Es decir, nuestra funcion, para valores grandes de [x[], se aproxima mu-
choa y=[x-10

Ademas, es “un poco menor” (observa que se resta 1 en el radicando). La
funciéon y = [x — 10 esta formada, precisamente, por las dos asintotas de
nuestra funcion.

a) Averigua, de forma similar, las asintotas de:
y=vx?+2x y=VxZ—6x+12

VaZ+1

b) idem y = -

A Vx?+2x =Vx?+2x+1-1 =Vx-1D?-1 =V(x+ D? = |[x+1]

La funcién y =|x + 1| estd formada por las dos asintotas oblicuas de la funcion

y=Vx?+2x .

Va2 —0x+12 =Va?—6x+9+2 = V(x-3)2+2 =V(x-3)? = |x- 3]
La funcion y =|x - 3| estd formada por las dos asintotas oblicuas de la funcion
y=Vx?—6x+12 .

b) Para valores grandes de |x|, tenemos que:

U1 si <0
Val+1 _ |x -0 s?x
X X Ol six>0

Asi, y=-1 es asintota horizontal cuando x — —oo.

y =-1 es asintota horizontal cuando x — +oo.
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36 Aunque la palabra asintota la hemos aplicado a rectas que se aproximan a
una grafica, tiene un significado mas amplio: se dice que dos curvas son

asintoticas cuando, al alejarse del origen, la distancia entre ellas tiende a ce-
ro.

Por ejemplo, la parabola y = x> + 1 es asintdtica a la funcion:

4
y=f(x)= 2x—1 (revisa su grafica en la pagina 337).
x

4 .
- . . h'q = a2+ 4+ 1 (Simplemente hemos
Es facil comprobarlo: o1 x“+1 21 cf Io el cociente.)

La diferencia entre las dos funciones es que tiende a cero cuando
x“—-1

x - —o ycuando x - +o. Ademas, toma valores positivos, por lo que la
curvade y = f(x) queda por encima de la paribola. Este resultado permite

representar la funcién de forma mas precisa apoyandonos en la representa-
cion de la parabola:

;
/pardbola asintética
.

.

. rectas asintoticas
//7

[
|
'
'
'
'
'

[
'
-t
“a

a) Razonando igual, halla la parabola asintética a la funcion:

x3-2x%2+x+8

y determina la posicion de la curva respecto a ella.

b) Representa la grafica de la funcion teniendo en cuenta esos datos, asi co-
mo la asintota vertical y el punto singular (solo hay uno de abscisa x = 2).

x3—2x2+x+8
X

a)y =

X214+ 2
x
La pardbola es y = x% — 2x + 1.

e Cuando x — —oo, la diferencia entre la funcion y la pardbola, ﬁ, es negativa;

luego, la curva estd por debajo de la parabola.

. .8 - . .
e Cuando x — +oo, la diferencia, —, es positiva; luego, la curva esta por enci-
X

ma de la parabola.

b) Asintota vertical:

lim f(x) =—o E

0 x=0 esasintota vertical
lim [(x) = +oo %
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e Punto singular:
_ 8 _ 2x3-2x*-8
f)=0 - 2x3-2x2-8=0 - 2x-2*+x+2)=0 - x=2

Hay un minimo en (2, 5).

e Grafica:

\ 16 ,/,.-» 2-2x+1
\ [
y=fN " 12 !
. 1N ’
¥ 7
\ Q y.a
0y © / 1
|y N
ANk 7
AY vd
~ 2|
~ l»
\ 4
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