PROBLEMAS METRICOS
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Diagonal de un ortoedro
DV2+12+22=v9 =3

D V4% + 122 + 3% = V169 = 13

oD V72 + 42 + 52 = V90 = 9,49

Distancia entre dos puntos

PO=VG-12+(G-37+(T-67% = V&2 + 22+ 12 = V21 =458
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Distancia de un punto a una recta

= Siguiendo el proceso anterior, halla la distancia del punto P(8, 6, 12) alarecta 7:

x =2
r:y=1-— A
Oz=7+2A

Describe el proceso que seguirias para hallar la distancia de un punto P aun
plano T, de modo que, finalmente, se reduzca al calculo de la distancia entre
dos puntos.

e Ecuacion del plano TU que contiene a P y es perpendiculara 7:
0-(x-=8)-1-(p-06+2-(z-12)=0; esdecir, Tt =y +2z-18=0
e Punto, Q, de cortede r y Tt
-(1-MD+2(7+20)-18=0
-1+A+14+410-18=0
SA-5=0 - A=1
El punto es Q(2, 0, 9).
e Calculamos la distancia:

dist (P, ) = dist (P, Q) = |PO| = | (=6, =6, —3)| = V36 + 36 +9 = V81 =9
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Distancia de un punto a un plano

= Halla, paso a paso, la distancia del punto P(4, 35, 70) al plano Tt 5y + 12z—1=0

M — Hallamos la ecuacion de la recta, 7, que pasa por
P y es perpendicular a TU

A 0 — Obtenemos el punto, Q, de interseccion de » y Tt

— La distancia de P a Tt es igual a la distancia entre
Py O

Para el punto y el plano dados:

e Recta, 7, que pasa por P y es perpendiculara Tt

x=4
r: =35+ 5A
z=70+ 12\

e Punto, Q, de intersecciéon de r y Tt
535+ 5M) + 12(70 + 120) =1 =0
175 + 25A + 840 + 144A -1 =0
169N +1014=0 - A=-6

El punto es Q(4, 5, -2).

e Calculamos la distancia:

dist (P, T0 = dist (P, Q) = |PO| = |0, =30, —72)| = V900 + 5184 = V6084 = 78
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1. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (1, 0, 7) y es per-
pendicular al plano 5x—3z+ 4 = 0.

El vector normal al plano, @' (5, 0, —3), es un vector direccion de la recta » que bus-
camos. Por tanto las ecuaciones paramétricas son:

x=1+5A
7 =0
z=7-3A

2. Halla la ecuacion implicita del plano que pasa por (1, -3, 5) y es perpendicular
a la recta:

x=2 _y+7 _ z
5 -6 1
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Si el plano que buscamos, Tt es perpendicular a la recta dada, un vector normal al
plano es el vector direccion de la recta: (5, -6, 1). Por tanto, la ecuacion de Ttes:

S5@-D-6@p+3)+1(z-5=0 - 5Sx-6p+z-28=0
3. Halla la ecuacion del plano paraleloa 5x—y + 4 = 0 que pasa por (1, 0, —3).

Si son paralelos, el vector normal es el mismo, (5, =1, 0). Por tanto, la ecuacién del
plano que buscamos es: 5(x-1D—-y+0(z+3)=0 - 5x-y-5=0

4. Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta r y que pasa por (5,7, —2).

x=3+5A\
r: [Jy=-1+2A
z=4—06A

Si el plano que buscamos, Tt es perpendicular a 7 un vector normal al plano es el
vector direccion de la recta: (5, 2, —6)

Por tanto, la ecuacion de T es:

SE=9+2@+7D-6EZ+2)=0 - Sx+29y-6z-23=0
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5. Halla la ecuacion del plano T que contiene a » y es paralelo a s:

x=5+A x=4+3\
r: Qy=-1 st y=3-A

z=8+ 2\ zZ=5+4A

El plano pasa por (5, -1, 8) y es paralelo a (1, 0, 2) y a (3, -1, 4). Un vector normalal
plano es:

(1,0,2) x (3, -1, 4 = (2, 2,-1)
La ecuacion del plano es: 2(x —5) + 2(y + 1) — 1(z — 8) = 0; es decir: 2x + 2y — 2 =0

6. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta paralela a » que pasa por

P(O, -1, _3):

r. BX—=5y+72-4=0
x—2y+ z2+1=0

Un vector direccion de la recta es: (3, =5, 7) x (1, =2, 1) = (9, 4, =1)

x = 9A
Las ecuaciones paramétricas son: = —1 + 4A
z=-3-A
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2
1. Calcula el angulo que forma la recta: X2 .. con el plano
x+3y—z+1=0.

Llamamos 90° — a al angulo formado por las direcciones de d y i sin tener en
cuenta sus sentidos.

d7,-1,3 //r 18Q,3, - 0t

ld-dl _7-3-3] 0 1 039

cos (90° — ) =
Mo mo Vso-Vil o V649

90° —a =87°45"1" - o =2°14'59"

2. Determina la ecuacion de la recta » que pasa por el punto 4 y es perpendicu-
lar al plano Tt

A@3,0,-1) T2x—-3y—2+1=0

Un vector direccion de la recta es el vector normal al plano: (2, =3, —1).

x=3+ 2\
Las ecuaciones paramétricas de 7 son: = -3\
z=-1-A
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1. Halla razonadamente la distancia de P(5, 6, 6) alarecta r: (5\, 2—A\, A).

Hazlo por cada uno de los tres métodos aprendidos.
= Solucion, obteniendo previamente el punto P’

e Plano, T{ que pasa por P vy es perpendiculara 7:

e 5x=5)-1(-06)+1z-0) =0
P’: ..... >

es decir: TESx—py+2—-25=0

e Interseccion, P, de Ty r
56M -2 -M+A-25=0
25A=2+A+A=25=0
270 =27=0 - A=1

El punto es P'(5, 1, D.
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e Distancia entre Py 7t

dist (P, ) = dist (P, P') = |PP'| = |(0, =5, =5)| = V50 = 5V2 = 7,07

m Segundo método:

R(5A, 2 — A, N) es un punto genérico de la recta 7.
El vector R;(S —5A, 4+ A, 6-XN) es variable.

El vector que nos interesa es perpendicular a la recta.
Por tanto, cumple:

G,-1, D “RP = 0; es decir:
55-5M)-1G+M)+16-N=0
25-25A—4-A+6-A=0

27A+27=0 - A=1

El resto, es igual que con el método anterior.
= Solucion directa a partir del producto vectorial:

Area _ |RPx d|
Base EHD

e dist (P, r) =

PG, 6,6
.

RP x d=(5,4,6) x(5,-1, 1) = (10, 25, —25)

-~ |RP x d| = V100 + 625 + 625 = V1350
ds, -1, 1

|d|=v25+1+1 =v27

Al _ -
350 _ V50 =5V2 = 7,07
V27

dist (P, r) =
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2. Halla la distancia del punto P(8,5,—-6) al plano Tt x + 2y —2z+3=0.

8+10+12+3| _ 33

diSt(P,T[)=| = =
V1+4+4 3

=11u

3. Halla la distancia de los puntos Q(3, 0,3) y R(0, 0, 0) al plano del ejercicio
anterior.

=1

Unidad 7. Problemas métricos 6
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4. Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante cada uno de los tres mé-

todos aprendidos:
x =13+ 12\ x=6
r:y= 2 s:Oy=6+yp
z= 8+5A z=-9

m  Primer método:

Hallamos el plano, T, que contiene a r y es paralelo a s:

(12,0,5//rd o
0,1,0//s E (12, 0,5) x (0, 1, 0) = (=5, 0, 12) Ot

El punto (13, 2, 8) es de r, y, por tanto, de Tt
Ecuacion de 1 —5(x —13) + 0(y — 2) + 12(z — 8) = 0, es decir:
—Sx+12z-31=0

dist (r, $) = dist (s, T0 = dist [(6, 6, —9), 7§ = /20— 108 = 31| _ 169 _ 5
V25 + 144 13

m Segundo método:
Punto genérico de 7 R(13 + 12\, 2, 8 + 5N)
Punto genérico de s: S(6, 6 + |1, =9)
Un vector genérico que tenga su origen en 7 y su extremo en § es:

RS = (=7 — 12\, 4 + [, =17 — SA)

De todos los posibles vectores RS, buscamos aquel que sea perpendicular a las dos
rectas:

0O —
BRS‘(lZ, 07 S)=O — —169)\—169=0 — )\=—1
ORS-(0,1,00=0 = 4+p=0 ERT——

Sustituyendo en 7 y en s, obtenemos los puntos R y S R(1, 2, 3), S(6, 2, -9).

dist (r, s) = dist (R, S) = | (5,0, -12)| = V25 + 144 = V169 =13
m Tercer método:

dist (7, $) = Volumen del paralelepipedo _ |[Rf: d; d1|
Area de la base mxdn

R(13, 2, 8) daz, o, 5)
5(6, 6, -9) d(o, 1, 0

RS(=7, 4, <17)
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oo 7 4 =17
RS, d, d'] = DIZ 0 5 H =-169 - Volumen = 169
0O 1 O

|d xd'|=](5,0,12)| = V25 + 144 = V169 =13

Por tanto: dist (r, s) = @ =13

13

5. Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante tres métodos distintos:

x= 5A x=5+7u
riy=2-A\ s:fy=1-5p

z= A z=1-5u
= Primer método:
Hallamos el plano, T{ que contiene a 7 y es paralelo a s:

G,-1, D/ r 0
e -1,1 -5, -5) = (10, 32, —18 16. —9) Ot
. -5 —5) /55 & 7L DX 7 =5, -5 = 0,32, -18) //5, 16, -9)

El punto (0, 2, 0) es de 7, vy, por tanto, de TU

Ecuacion de T& 5(x—0) + 16(y —2) —9(z - 0) = 0, es decir:
5x+ 16y —9z—32=10
|25 +16 -9 — 32| -0

dist (r, s) = dist (s, 7O = dist [(5, 1, 1), T1 =
V25 + 256 + 81

(Las rectas 7 y s se cortan).

m Segundo método:
Punto genérico de 7 R(5A, 2 — A, M)
Punto genérico de s: S5 +7l, 1 =54, 1 — 5)
Un vector genérico que tenga su origen en 7 y su extremo en s es:

RS=(5+7H—5\ 150+ 1—5H-\)

De todos los posibles vectores RS, buscamos aquel que sea perpendicular a las dos
rectas:

RS+(5,-1,1)=0 = 27+354—27A=0 - H=0
RS+ (7,-5,-5)=0 — 35+99H—35A=0 —» A=1

Sustituyendo en 7 y en s, obtenemos los puntos R y S R(5,1, D, S5, 1, D.
dist (r, s) = dist (R, S) = 0
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= Tercer método:

dist (r, s) = Volume/n del paralelepipedo _ “Rf’ d;d'”
Area de la base mxdo

R0, 2, 0) de, -1, D
S5, 1,1 d(7, -5, -5)

RS(5, -1, 1)
R -1 1
RS, d, d'] = -1 1 D =0 (las dos primeras filas son iguales).
-5 -5

Por tanto: dist (r,s) =0
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6. Calcula la distancia entre la recta y el plano:

r«(1-3\,2+A\1-7A) Tex+3y=0

d3,1,-D/r0 . L
. O den=-3+3=0 0O d0On O r/m
n(l, 3,0 00 O

Puesto que la recta es paralela al plano (o, acaso, contenida en €D, la distancia de »
a T se obtiene calculando la distancia de cualquier punto de » a Tt

dist (r, ) = dist [(1, 2, 1), Tl = I ——= = — =221
Vi+9 V10

7. Calcula la distancia entre los planos: Tt y—5z+4=0 y T:2y—10z=0

Los planos son paralelos, pues sus coeficientes son proporcionales. Por tanto, la dis-
tancia entre ellos es la distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al otro:

P(0,5, 1D esun punto de TU. Por tanto:

Bos+dl 4 o5

dist (7L V) = dist (P, TO) =
V1 +25 V26
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1. Calcula el area del triangulo que tiene sus vértices en estos puntos: A(1, 3, 5),

AB1,2,3 O -
. 0 ABx AC = (=26, 28, —10)
AC(4, =2, -16)[]

|AB x AC| = V267 + 282 + 102 = V1560

Area del tridngulo = = 19,75 u?
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2. Calcula el volumen de un tetraedro cuyos vértices son A(2, 1, 4), B(1, 0, 2),

C(4,3,2) y DQ,5,6).

AB(-1,-1, -2 L

- o - - -

AC(2,2,-2) 0O [AB, AC, AD]=||2 2 —2H=—3o
— g 1 4 2
AD(-1,4,2) [

Volumen = % =5u’
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1.

Halla el L. G. de los puntos que equidistan de:
a)A(4,-1,7) y B(=2,5,1)
b)ltx+y+z-2=0y M:x—y+2z-2=0
OTtx—3y+2z-8=0y M:x—-3y+2z=0

a) dist (X, A) = dist (X, B)

V-2 + @+ D2+ (@-7% =Vx+ 22+ (p-52%+ (z—1)?

X2 —8x+ 16+ )2+ 2+ 1+ 22— 14z +49 =x? +4x+ 4 +)> — 10y + 25+ 22 -2z + 1

120+ 12y —122+36=0 - x—y+2z-3=0

Es el plano mediador del segmento AB.

b) dist (X, TO = dist (X, T0)

lx+y+2-2] _ |x-—y+z2-2]

Dos posibilidades:
V3 V3

ex+y+z—-2= x-y+z-2 - 2=0 - »=0

ex+y+z-—2=-x+y—2z+2 o 2x+22-4=0 - x+z-2=0

Son los planos bisectores de los angulos diedros formados por T y 7. Los dos pla-
nos obtenidos se cortan en la recta r determinada por los puntos (1, 0, 1) y (0, 0, 2),
al igual que T y TU. Ademas, son perpendiculares, pues (0, 1, 0) - (1, 0, 1) = 0.

o) dist (X, 10 = dist (X, 1)

|x—3y+22-8| _ |x—3y+2z|
V1+9+4 V1+9+4

Dos posibilidades:

ex—-3y+2z-8= x-3y+2z - -8=0 - Imposible.
ex—3Y+2z-8=—x+3y-2z - 2x-06y+4z-8=0 -

xX=3y+2z-4=0

Los planos Tt y TU son paralelos. El plano obtenido es también paralelo a ellos.

Unidad 7. Problemas métricos
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2. Averigua si x? + y% + 22+ 2x—10y + 25 = 0 corresponde a la ecuacion de una
esfera, y halla su centro y su radio.

2 2 2 .
VT ) 5] - pm s

Es una esfera de radio 1. Su centro es (-1, 5, 0).

3. Halla el radio de la circunferencia en la que el plano 4x—-3z—-33=0 cortaala
esfera (x—2)%+ (y +5)% + 2% = 169.

La esfera tiene el centro en Q(2, -5, 0) y su radio es R = 13.

La distancia de Q al planoes: d = 1—=—"1 == =5

V16 +9 5
Por tanto: = VRZ — d? = V169 — 25 = V144 = 12

El radio de la circunferencia es 12.

4. Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya suma de cuadrados de
distancias a 0(0, 0, 0) y Q(10, 0, 0) es 68. Comprueba que se trata de una es-
fera de centro (5, 0, 0) y radio 3.

2+ 2+ 2D+ [(x =102 + )2 + 2% = 68
x%+p%+ 22+ x% - 20x + 100 + p? + 2% = 68
2%+ 2p% + 222 = 20x + 32 =0
x*+p?+ 22 -10x+16=0
x?—10x+25+)*+22-9=0
(x=5)72+y*+22=9

Es una esfera de centro (5, 0, 0) y radio 3.
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5. Halla el L. G. de los puntos cuya suma de distancias a F(0,0,5) y F'(0, 0,-5)
es 26.

dist (X, ) + dist (X, F) = 26

Va2 + 2+ (2 =52 +Vx?+ )2 +(z+ 572 =26

Va2 + )2 +(z=5)2 =26 Vx? + )% +(z+5)?

X2+ 92+ (z=5)2=0676 + x2 + y? + (2 + 52 =52 Vx? + p? + (2 + 5)*

2VXZ+ )2+ (2 +5)2 =676+ )+ Y+ L+ B+ 102 ) -y — £ — 25+ 10z
52 Vx? + y% + (z + 5)% = 20z + 676
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13 Va2 + y? +(z + 5)? =5z + 169

169 [x? + 2 + (z + 5)2] = 252% + 1690z + 28561

169 [x? + 2 + 2% + 10z + 25] = 252% + 1690z + 28561

1692 + 169y% + 16922 + 1690% + 4225 = 252% + 1690z + 28561
169x% + 169y% + 14422 = 24336

R 2

+ = =1

144 144 169

Es un elipsoide.

6. Halla el L. G. de los puntos cuya diferencia de distancias a F(5, 0, 0) y
F'(-5,0,0) es6.

| dist (X, F) - dist (X, F))| = 6

V=52 +p? + 22 —Vx + 52+ p? + 22 = 16

V=32 + 92+ 22 =26 + V(x + 5% + y? + 22

X2 —10x+25+ 9%+ 22 =36+ (x+3)2+ 2 + 22 + 12 V(x + 5)? + 2 + 22

K—10x+ 28+ )2+ =36+ +10x+ 25+ 2 + 22 £ 12 V(x + 5)? + p* + 2*

12 V(x + 352 + 2 + 22 = 20x + 36

3V + 5% +y*+22=5x+9

9lx? + 10x + 25 + p? + 2% = 25x2 + 90x + 81
Ox% + 904 + 225 + 9p* + 922 = 25x% + 90K + 81
—16x2% + 9)% + 922 = 144

9 16 16
Es un hiperboloide.

7. Halla el L. G. de los puntos que equidistan del plano x + % = 0 vy del punto

(l, 0, 0). ¢A qué se parece la ecuacion obtenida?

4

1

dist (X, F) = dist (X, 0, donde Tt x + % -0y F(Z, 0, 0).

V=g eoresope il

2

x=y>+z

Es un paraboloide. Su ecuacion es muy similar a la de una pardbola.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

wn N

Estudia la posicion de las rectas » y s y halla el angulo que forman:

|:| _ - X = 3)\
r:l:lx Y 13 ss[Qy= 1+2A
> =—14 + 5\

O
<
-+
N
[

d,=(1,-1,0%x (0,1, D =(1,-1,1; PG,0,15

dy=(3,2,5; P(,1,-14)

PP/(=3, 1, -29)
-1 313 13

|M'| = D»lZ 1 D =0; D—l ZD =1#0. Las rectas se cortan en un punto.
1 5 -29

@ - do 0

= =0 - a=90°
odmdo  olmdo

El angulo que forman es: cos a =

Hallar, en cada caso, el angulo que forma la recta y el plano:

== =— Ttx—2y—z+1=0

b)r:x=A, y=1+2\, z=-2 T2x—py+2=0

=22 = T x+z=17

) d(=2, 4, 2); A1, -2, -1

d-d 2-8-
|H n| _ | 2_8 _2| =£=1 o 9OO—G=O N a=900
dma O V24 - V6 12

cos (90° —a) =

Observacion: Los vectores d y n tienen la misma direccion; luego la recta y el
plano son perpendiculares, es decir, a = 90°.

b)d(1, 2, 0); [A(2, -1, 1)

cos(90° —o) = — 1~ 12=2%0] _ | 9po_g=90° - a=0°
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o d2, 1, D; a1,0, D

"o 2+1] _ 3 3 v

|
Mmig V6-v2 V12 2v3 2

cos (90° —a) =

—

Lo

- 90°—0a=30° - a=060°

3 Calcula el angulo que forman los planos 0: =3 y B: x—y + 2z + 4 =0.

g0, 0, 1; fig(1, -1, 2)

=2

m 0
cosa=—2 "B _ 2 _0816 - a=3515 52"
My

Magd  1V6

=2}

4 Halla el area de cada uno de los triangulos:
a) A(zy 7’ 3), B(19 _59 4)9 C(7, 0, 11)
b) A(S, _7, 4)’ B(_l’ 29 5)9 C(_59 11, 6)

Justifica la solucion del segundo.

Q) AB(-1,-12, 1); AC(5, -7, 8)

C |AB x AC| _ | (=89, 13, 67) | _ V12579

~ 2
5 P > 56,08 u

b) AB(—4, 9, 1); AC(-8, 18, 2)
Las coordenadas son proporcionales, luego los puntos estian alineados:

— —

|AB x AC|=0

5 Calcula la distancia del punto dado a la recta, en los siguientes casos:

= -5+ 4A
a)P(0,7,0); r: = 5+ A
=-10 + 3\

+1
B)P(,0,0); rix—1=2

=z

0
0
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a) R(=5,5,-10) Or, d4,1,3)//r
RP(5, 2, 10)
RP xd=(5,2,10) x (4, 1, 3) = (-4, 25, -3)

Area _ |RP x d _ V650 —

dist (P, r) = =25 =
ist (P, 1) Base xin V26 5=53
b)) R(1,-1,0 0r d1,2, 1D //r
RP(0, 1, 0)
RP xd=(0,1,0x(1,2,1)=(1, 0,1
dist (p,yy = Area _ [RPxd| V21 ooy

Base [HI] % - V3
© RO,0, D Or dO,0,1)//r
RA(1, 2, 2)
RAxd=(1,2,2%x(0,0,1=(2,-1,0

Area _ |RA x d| =\/_§

=5 =224
Base KN 1 > ’

dist (A, r) =

6 Calcula la distancia entre las rectas, estudiando antes su posicion relativa:
x =13 + 12\ x= 6
r:y= 2 s lly= 6+ Mt
z= 8+ 5\ =-9

d.(12,0,5); P(13,2,8)
d,0,1,0); P'(6,6,-9

PP'(=7, 4, -17)

2 0 -7

0 1 4]|=-169#0 - Las rectas se cruzan.

5 0 -17

dist (r, $) = V()lumzn fiegip?raé?l?pfped<) _ leevd, d)f C 518912) )

rea de la base o x d.0 [ (=5, 0, 12)]
L6 169 g
V19 13

7 Calcula, en cada caso, el volumen del tetraedro con vértices:
a)(2,1,4); (1,0,2); (4,3,2) (1,5,6)
b)(4, 1, 2); (2,0,1); (2,3,4); (6,5, 1)
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a) AQ2,1,4) B(,0,2) C4,3,2) D(,5,06)

AB(~1, -1, =2) AC(2, 2, =2) AD(1, 4, 2)

-1 -1 =2 1
U? 2 —ZH =-30 - Volumen = < <30 =5ud
1 4 2

b) A4, 1,2) B(2,0,1) C2,3,4) D(,5,1)

AB(=2, -1, =1) AC(=2, 2, 2) AD(2, 4, 1)

-2 -1 -1 .
D1 2 2H=50 N Volumen=€'50=5u3
2 4 -1

8 cCalcula el area total y el volumen del tetraedro de vértices:

A(29 3a l)a B(4a 19 _2)’ C(G’ 3s 7)s D(_S’ _4a 8)
e Area del tridngulo ABC:
AB x AC = (2, =2, =3) X (4, 0, 6) = (<12, 24, 8)

4B x AC| _ V784 _ 28

2 2 2
o Area del tridngulo ABD:

=14 u?

Area =

AB % AD = (2, =2, =3) X (=7, =7, 7) = (35, 7, —28)

|ABx AD| _ V2058
2 2

e Area del tridngulo ACD:

Area = = 22,68 u?

AC % AD = (4, 0, 6) x (=7, =7, 7) = (42, =70, —28)

|ACx AD| _ V7448
2 2

Area = = 43,15 u?

e Area del tridngulo BCD:
BCx BD = (2, 2,9) x (=9, -5, 10) = (65, —101, 8)

|BCx BD| _ V14490

= 1 2
5 5 60,19 u

Area =

o Area total = 14 + 22,68 + 43,15 + 60,19 = 140,02 u?

e Volumen: AB(2, -2, -3) AC(4,0,6) AD(=7,~7.7)

2 -2 3 6
4 0 6H =308 - Volumen = 306 - 51,33 ud

7 -7 7 6

Unidad 7. Problemas métricos

©



9 Calcula la minima distancia entre los siguientes pares de rectas:

S
=—4 -2\ x=5-3u x=1+ A 0
a)E =_5+ 2\ Ey=4—p. b)Ey=1—2>\ g2x -3y +2

z=-1-3\ z=5-5 z=5-7A
a) d(=2,2,-3); P(—4, -5, 1)

d'(=3,-1,-5); P'(5,4,5)

PP'(9,9, 6)
-2 -3 9
DZ -1 9D =-78# (0 - Las rectas se cruzan.
3 5 6
dist = Volumen del paralelepipedo _ [lPP, d, d] _ 78 _
Area de la base dxdn | (=13, -1, 8) |
ECEE
V234

b) d(1, -2, -7); P(1,1,5)

d:(2,-3,00x(3,-1,0=(0,0,7)//(0,0, 1 =d; P'(—%, é 0)

P?/(—ﬁ _3 —5)
77 77

1 0 -8/7 1
D:Z 0 —3/7H = 79 #0 - Las rectas se cruzan.
7 1 -5
disy = Yolumen del paralelepipedo _ |[PP! d, d'| 19/7 _
Area de la base dxdn [(=2, -1, 0]
_ 197 1,21
V5

10 Calcula la distancia entre las rectas:

x =13+ 12\ x=6
r:y= 2 s:[Jy= 6+

z= 8+ A =-9

dividiendo el volumen de un paralelepipedo entre el area de su base.

d (12,0, 1); P(13,2,8)
d.0,1,0); P'(6,6,-9
PP'(=7, 4, -17)

Unidad 7. Problemas métricos
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12 0 1
Uf) 1 0 D =-197#0 - Las rectas se cruzan.

7 4 =17
dist (r. s) = Volumen del paralelepipedo _ |LPP, d;, CTJ| _ 197 _
Area de la base ol x d O |(=1, 0, 12)]
- 97 <1636
V145

11 Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes coordenados y el
S plano: 6x—-5y+3z—-1=0
U Recuerda que V = 1/3 - drea base x altura.

En este caso es muy sencillo obtener ambas por ser un tetraedro con tres aristas
perpendiculares entre si.

Hazlo también utilizando el producto mixto y comprueba que obtienes el mismo re-
sultado.

e Hallamos los vértices:

1 1
X = =0 — z = — — A(0,0,_)
Y 3 3
y=z=0 - x=% - B(%,0,0)
1 1

x=z=0 - =-—= - C(O,——,O)
YT 5

0(0, 0, 0)

e Calculamos el volumen:

.l(l.l.l) 1o

-1 -1
=3 2\3 %6 35/ 50"

¢ Lo calculamos utilizando el producto mixto:

1 1 0 0 1/3 .
V=€|[OA,OB,OC]|—|€D1/6 0 0D|=Tus
0 -1/5 0 540

+ -4
12 Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta sz = yT = %
S

Yy que pasa por el punto (-1, 1, 0), y calcula el volumen de la figura limitada
por el plano anterior y los tres planos coordenados.
Un vector normal al plano es n(2, 3, 4).
La ecuacion del plano es: 2(x+ D +3(y— 1D +4(z— 0) =0
2x+3Yy+4z-1=0
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Calculamos los vértices:

1 1
=yp=0 - =— S Al0,0, —
R T (L

1 1
=2=0 - x== - B|=,00
y=z X B (2,,)

N
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13 Determina la ecuacion de la recta que pasa por P(1, 2, 2) y es perpendicular a
las rectas r; y 7,

t —3z—1-= O - =
7‘1=Dx+2y 3z—-1=0 7‘2=D3x y+3z 0

Ox+2y— = =0 0 x+4y -2=0

Obtenemos los vectores direccion de las rectas 7, y 7y
rp(1,2,-3)x (1,2, -1 =4, 2,0 - d,2,-1,0
ry:(3,-1,3) x (1,4, 0) = (=12, 3, 13) = d,

La recta que buscamos ha de ser perpendiculara 7, ya 7,

(2,-1,0) x (=12, 3, 13) = (=26, -52, -12) - d(13, 26, 6)

Como pasa por el punto P(1, 2, 2), sus ecuaciones son:

x=1+ 13\ L y2 ,
=2+ 260 obien === =Z-

z=2+ OA 13 26 6

Esfera

14 Di cuales de las siguientes ecuaciones corresponden a esferas y di su centro
y su radio:

aA)xZ+y2_2x+4y—-8=0
b)2x%2—-2y2+ 222+ 4x-16=0
)2x%+2y?+222+4x-16=0
Dx?+3y2+22-2x2—-4=0
€)3x%+3y%+322+6x-122-3=0
£)3x%+3y%+322+6x-122-30=0
) 2x%+2y%+22% _4x+6y—-3/2=0
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2

a) No tiene término en z*. No es una esfera.

2

b) Los coeficientes de x2, 2, 2% no son iguales, luego 1o es una esfera.

2

©) Los coeficientes de x?, y2, z? son iguales. Dividimos la ecuacién entre 2:

x*+ )2+ 22+ 2x-8=0

(%)Z+(§)z+(%)z—0=1+0+0—<—8)=9 ~ radio=v9 =3

Centro = (—é, —E, —g) =(-1,0,0)
2 2 2
d) Los coeficientes de x?, y2, z? no son iguales, luego no es una esfera.

2

e) Los coeficientes de x?, y2, z? son iguales. Dividimos la ecuacién entre 3:

X2+ 9?2+ 22+ 2x—-4z-1=0

(£)2+(§)2+(£)2—D=1+0+4—(—1)=6 ~ radio = V6
2 2 2

Centro = (—4, _B —Q) -(-1,0,2)
2 2 2
) Los coeficientes de x?, 2, z? son iguales. Dividimos la ecuacién entre 3:

X2+ 92+ 22+ 2x—-42z-10=0

2 2 2 _
(%) +(§) +(%) —D=1+0+4-(-100=15 - radio= V15

Centro = (—é, —E, —g) =(-1,0,2)
2 2 2

9) Los coeficientes de x?, y2, z? son iguales. Dividimos la ecuacion entre 2:
2402 4 22 3 _
X+ y +z—2x+3y—z—0

2 2 2
(4) +(§) +(£) —D=1+2+0—(—i)=4 - radio = 2
2 2 4 4

Centro = (—é, —E, —g) = (—1, —2, O)
2 2 2
15 Halla la ecuacion de las siguientes esferas:
a) Centro (1, 0, —5) y radio 1.
b)Diametro A4 (3, -4, 2), B(5, 2, 0).
c) Centro (4, -2, 3) y tangente al plano x—z = 0.
d) Centro (3, -1, 2) y tangente al plano YZ.
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A x-—D2+p2+(z+52%=1, obien, x>+ p2+22-2x+10z+25=0

3+45 442 2+0
2 2 2

b) El centro es el punto medio de AB: C = =(4,-1, 1)

El radio es la distancia de € a uno de los puntos: |AC| = V12 + 32 + 12 = V11
La ecuacion es: (x — 42+ (y+ 1)? + (z - 1)? = 11, o bien:
X2+ 2+ 22 —8x+2)—-2z2+7=0

©) El radio es la distancia del centro C'(4, -2, 3) al plano T& x— 2z = 0:

[4-3] _ 1
V2 V2

2 =

- r

r=dist (C, ) = %

La ecuacion serd: (x —4)2 +(y +2)% + (z - 3)? = %, o bien:

x2+y2+zz—8x+4y—6z+577=0 -

- 2x2+ 2y + 222 —16x+8y— 122+ 57 =0

d) El plano YZ es el plano Tt x = 0.
El radio es la distancia del centro C'(3, -1, 2) al plano Tt » = dist (C, TD = 3
La ecuacion serd: (x—3)2+ (y + D? +(z—2)?>=9, o bien:

X2 +p2+ 22— 6x+2y—42+5=0

16 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (2, -1, 4) es
iguala 7.

Es una esfera de centro (2, -1, 4) y radio 7:

(x=22+@+ D2+ (z-49>=49, obien, x?>+ y2+ 2% —4x+2y—-82-28=0

PARA RESOLVER

d — =

17 Halla la ecuacion del plano T que contiene a la recta r: 0% *y-z+1=0

S Ox+2y+z =0
y es ortogonal al plano 0: 2x—y +3z+1=0.

Obtén también las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por Ty O.

Obtenemos un punto y un vector direccion de la recta 7
P(1,-1,D0r - P,-1,1 O
(1, 1L,-Dx(1,2,D=3,2,D=d/r -~ d3,-=2,D/T
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Si Tt es ortogonal a 0, el vector normal de 0 es paralelo a Tt

n,2,-1,3»00 - (@ -1,3/mn
Obtenemos un vector normala T (3, -2, 1) x(2,-1,3)=(-5,-7,1) - (5,7,-1
La ecuacion del plano T es: 5(x— D +7(y+ D -1(z-1D =0

Sx+7y—z+3=0

e Ecuaciones paramétricas de la recta determinada por T y O:
T Sx+ Ty~ z+3 =00
0:2x— py+3z+1=0[
Vector direccion de la recta: (5, 7, 1) x (2, -1, 3) = (20, -17, -19)

Punto de la recta:

1
x=0 - 7y- z+3=0077772 R(O_i_l)
-y +3z+1=0 1 o272
y=_ =
2
Ox = 20\
H 1
Ecuaciones de la recta: %y T2 17
1
Oy = - — _
DZ 5 19A
x 1-y z+1
18 Dados la recta e 3 velplano T8 x + 3y -3z + 3 =0,
S

halla el plano que contiene a » y es perpendicular a TUL

-1 +1 -
SN ] o P, 1,-1); d2, -1,3)

TEx+3y-3z+3=0 - n(,3,-3)
El plano serd paraleloa d ya i y contendrd a P.
Un vector normal serd: (2, -1,3) x (1,3, -3)=(=6,9,7) - (6,-9,-7)

La ecuacion del plano es: 6(x— 0) =9y -1 -7z + 1D =0
6x—=9y—-7z+2=0

19 Determina la perpendicular comun a las rectas:

S F_Ex+y=z+4 S.Ex— 2=0
‘Ox+2y= 7 ‘0 y+3=0
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Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

 Hx+ y=2z+4U Restando la 12 ecuacién a la 2: y=3-z

7.
Ox+2y=7 [0 x=7-2y=7-283-2=1+2z

x=1+ 2\
7 =3_A — Un punto genérico de r es: R(1+2A,3—-A N)
A

0 2= o0 x=2
0% 7Y - s =-3 - Un punto genérico de s es: S(2, -3, W)

Un vector genérico de origen en 7 y extremo en s es: R_S)(l 2N, 6+ AN, H=N)

Este vector debe ser perpendiculara » ya s:

RS- (2,1, 1) =0 — 2-4A+G6-A+U-A=0 - —6GA+u+8=00
I 0
RS+(0,0, D=0 —» H=A=0 - p=A 0

— L 0) - da, 2,0

La perpendicular comtn a las rectas es:
x=2+A
=3+ 2\
z=8/5

20 a)Halla p para que las rectas », y r», sean perpendiculares:

X oy-1_= o Xx-1 _y-p _z-3
"4 -2 2 21 p-1 3

b) Calcula su punto de interseccion y la ecuacion del plano que las contiene.

D@4, -2,20-0,p-1,30=4-2p+2+6=12-2p=0 - p=6

x = 4\ x=1+H
b)rlz =1-2A ry: =6+ 5
z=2\ z=3+ 3U
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e Punto de interseccion:

4A=1+p
1 -2\ =06+ 5u[] Sumando las dos Gltimas ecuaciones:
2\ =3 + 3

1=9+8|J — —8=8|J — u=—1

12 ecuacion: 4 - 0=1-1. Luego A =0, p=-1.
Sustituyendo A = 0 en las ecuaciones de 7, (o bien P =-1 enlas de 7)),
obtenemos el punto de corte: (0, 1, 0).

e Ecuacion del plano que las contiene:

(4,-2,2)x(1,5,3) =(-16,-10,22) - (8,5,-11) es un vector normal al plano.

Ecuacion: 8(x—-0) +5( - 1D —-11(z-0) =0
8x+5y—-11z-5=0

21 Dados la recta 7: Ex— 2z+3=0

0 a—i-o yvelplano @ x + 2y + 3z—1 = 0,

halla la ecuacion de una recta situada en el plano T, que pase por el punto
P(2,1,-1) y sea perpendicular a 7r.
Un vector direccion de 7 es: (1,0,-2) x (0, 1,-1) =2, 1, D

La recta que buscamos ha de ser perpendicular a (2, 1, 1) y perpendicular a (1, 2, 3)
(pues esta situada en el plano 1. Un vector direccion de la recta es:

(2,1, Dx(1,2,3=(1,-523

El punto P(2, 1, -1) pertenece al plano y debe pertenecer a la recta buscada. Lue-
go la recta es:

x=2+A
=1-5A
=—1+ 3\

22 Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 2, 1) y corta perpendi-

Ox—p—z =
cularmente a larecta »: O~ ~ Y ~% 1
Ox + z=2

Escribimos 7 en forma paramétrica:

" %x+ z=2 -
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x=2-A
7 =1-2\N - Un punto genérico de r es: R(2—-A, 1 -2\ N)
z=A

Si llamamos al punto P(1, 2, 1), el vector P_RE ha de
v ser perpendicular a 7, es decir, perpendicular a
d-1, -2, D.

Por tanto, como P}E(l - N =1=2A -1+M):

P(1,2, D
.\

PR-d=0 - (A=A —-1-2\,<1+N)-(=1,-2,1) =0
“1+A+2+4N-1+A=0 - OA=0 - A=0

La recta que buscamos pasa por el punto P(1, 2, 1) y por el punto Q(2, 1, 0)
(O se obtiene sustituyendo A = 0 en las ecuaciones de 7).

Un vector direccion sera: P_Q(lz, -1, -1)

x=1+A
La recta es: =2-A
z=1-A

23 Los vértices del triangulo ABC son los puntos de corte del plano 2x +y—3z=6
S con los ejes coordenados. Halla la ecuacién de la altura que parte del vértice
B que esta en el eje OY.
Los vértices del triangulo son:
y=2z=0 - 2x=06 - x=3 - AG,0,0
x=z=0 o y=6 - B(,6,0
x=y=0 - 3z=6 - z=-2 - (0,0, -2)
Debemos hallar la ecuacion de la altura que parte de B.
Su vector direccién d(a, b, ¢) debe ser:
— Ortogonal a AC -~ AC-d=0

— Ortogonal al vector normal del plano ABC, es decir, del plano 2x + y -3z = 6,
puesto que la altura debe estar contenida en dicho plano - (2,1,-3)-d =20

Luego tenemos que:

AC-d=0 - (3,0,-2)-(a,b,)=0 — 3a+2c=0 E
2,1,-3-d=0 - 2,1,-3-@,b,co)=0 - 2a+b-3c=00
Soluciones: (=2t, 13t,3t) - Si t=-1, (T(Z, -13, -3)
Ecuacion de la altura que pasa por B:

x =2\
=6-13\
= -3\
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x—1 y+1 =z . qs
24 Hallael punto P delarecta 7: 31 T3 e equidiste de los planos:
S
x==3+A
O:x+y+z=-3 y B:[Oy= -—-A+
z=-6+|

e Un punto genérico de la recta r es: R(1 + 2\, -1 + A, 3\)

e Escribimos el plano B en forma implicita:
+3 1 0O
ny -1 1D=O - Bx+y—-z-3=0
z+06 0 1

e La distancia de R a a ya B ha de ser la misma: dist (R, @) = dist (R, B)
[1+2N—1+A+3N+3] _ |[1+2N—1+A—3\-3]
Vi+1+1 Vi+1+1

, es decir:

_ /6)\+3= 5 — 6)\= 0 d )\= 0
[A+3]=3—_ \+3-3 - 6A==6 - A=-1

Hay dos soluciones: P(1,-1,0) y P'(-1, -2, -3)
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25 Sea r larecta de interseccion de los planos ax +9y—-3z=8 y x+ay—z=0.

S

Determina el valor de a para que:
a) Los dos planos sean paralelos.
b) Los dos planos sean perpendiculares.

c)La recta » corte al plano OXY en un punto cuya distancia al origen de
coordenadas sea V2.

a) Las coordenadas de (a4, 9,-3) y (1, a, —1) han de ser proporcionales:

3/
1\

b) Los vectores normales han de ser perpendiculares:

@9, -3, a-D=a+9%+3=10a+3=0 - a=—

10
o) El plano OXY es el plano z = 0. Hallamos el punto de corte de » con el pla-
no OXY:
ax+ 9y —-3z=84 ax+ 9y = SD |_Dﬂ D_az
x+ay— z=0 x+ay= OD
z=0
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(El problema solo tiene solucion si a? —9 # 0, es decir, si a#3 y a#-3. Si
a=3 o a=-3, elsistema es incompatible).

Al =[0 JN=8a |al=[] -8

X = 8a ;Y= -8 ;1 2=0
a*-9 a*-9
El punto de corte es P 8a , =8 , 0]. Su distancia al origen ha de ser V2:
a’-9 a*>-9

dist (P, o)=\/( 28“9)%( 2—89)2=JE
a*— a* -

( Sa )2+( -8 )2=2 R 64612+64=2
a’-9 a’ -9 (a® - 9)?

64a? + 64 = 2(at + 81 — 18a?) - 64a® + 64 = 2a* + 162 — 364>

0=2a*-100a%2+98 - a'—50a%+49=0

a

5 50 +V2500-196 _ 50 + V2304 _ 50 + 48 _/“2=49 - a==%7
- 2 - 2 - 2 _\ﬂ2= 1 a il

—

Hay cuatro soluciones: a, = -7, a, =7, az = -1, a;=1

26 Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta de ecuaciones paramétri-
cas: (-1 + 3\, 1+ 2\, 2+ ) yes perpendicular al plano 2x +y—3z+ 4= 0.

Determina también el dangulo formado por la recta y el plano dados.

Un vector normal al planoes: (3,2, D x(2,1,-3) =(7,11,-D - (7,-11, D

Un punto del plano es (-1, 1, 2) (pues contiene a la recta).
e La ecuacion del plano sera:

Tx+D-11y-D+1(z-2)=0
Tx -1y +z+16=0

 Angulo formado por la recta y el plano dados:

dG, 2, D; 62, 1,-3)

|d-A| _6+2-3 _ 5 _
- - _ﬂ_0’357

cos (90° — ) = — >
mmno Vi4-Vi4

90° —a = 69° 4' 31" - o = 20°55 29"
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27 Dado un cubo (hexaedro regular) de lado 6 cm, halla la minima distancia de

S

una diagonal del cubo a una diagonal de una de sus caras, sabiendo que las
rectas de ambas diagonales se cruzan.

U Dibuja el cubo con un vértice en el origen y los contiguos sobre los ejes coordenados.

e La diagonal del cubo pasa por O(0, 0, 0) y
por C(6, 6, 6):

X

=
Il

A
A AL
A H

z

e La diagonal de la cara pasa por A(6, 0, 6) y (6, 0, 00 e v’

por B(6, 6, 0):

2
1
[©) s sl @)}

X

N
[

-u

o dist (r, 5) = Volume/n del paralelepipedo _ |[d, d', 04]|
Area de la base ol x d'[]

N 1 1
(d. d',OA]=[E 1 —1H=—6
06

dxd=(1,1,D%x0,1,-D=(21,1 - [|dxd]|=V6

Por tanto: dist (r, s) = o _ V6
V6

Halla la ecuacion del plano cuyo punto mas proximo al origen es (1, 3, 2).

Si el punto mas préoximo al origen es P(1, 3, 2), el vector (;P(l, 3, 2) es normal
al plano. Por tanto, la ecuacion del plano es:

Ix-D+3(y-3)+2z-2=0
x+3y+22-14=0

Determina, razonadamente, si las rectas

g — = g - z—1=
r:Dx+y 2z+1=0 $=D2.3t'+y z—-1=0
2x—y+ z—1=0 0 x—y—2z+1=0

se cortan o se cruzan. Halla también el coseno del angulo que forman sus di-
recciones.

Obtenemos un punto y un vector direccion de cada una de las dos rectas:

d:(1,1,-2x2,-1,D=(1,-5-3) - da,5,3); PO, -1,0
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30

31

d: (2,1, -Dx(1,-1,-2)=(-3,3,-3) - d@a,-1,1; P(,1,0

PP(0, 2, 0)

1 0
EE -1 ZD =4#0 - Las rectas se cruzan.
1 0

— -

@ - do _
r |1 5+3| 17=0,0976
Mmdo V35-V3 V105

Determina las condiciones que deben cumplir @ y b para que estos tres
planos: ax +z—-1=0, x +bz+2=0, V5x+3y+2z—3 =0 se corten en un
punto.

Haciendo a =2 y b =1, obtén las ecuaciones paramétricas de la recta de-
terminada por los dos primeros, asi como el angulo que esta forma con el
tercero.

ax z = 1H
X + bZ —2[] Para que los tres planos se corten en un punto, el sistema ha

Vsx + 3y + 2z = 3 de tener solucion Unica, es decir:

a 0 1
1 0 bD=—3(ab—1)¢o -~ ab#1
3 2

eSi a=2 Yy b=1, larecta determinada por los dos primeros planos es:

2x+z-1=0U Restando: x—3=0 - x=3
xX+z+2=00 z=-2-x=-2-3=-5

X =

3
Ecuaciones paramétricas: =A
z=-5

» Angulo que forma la recta con el 3% plano:

d, 1,0 n#/5,3,2)

- 90°—-0=45° - d-=45°

cos (90° — ) = i =———=—"—=

g
a) Encuentra los puntos de 7: Ex que disten % del plano

TE2x—y+2z+1=0.

b) Obtén los puntos de Tt que distan % de los puntos hallados en el apartado

anterior.
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a) Escribimos 7 en forma paramétrica:
0 x= A
y=-—x . _
o - =-A - Unpuntode r esdelaforma R, -A, M)
z= X[

) _|2)\+)\+2)\+1|_|5}\+1|_1/5}\+1= 1 - A=0
dist (R, T) = i = 3 =TT SA+1=-1 - A=-2/5

Hay dos puntos: (0, 0, 0) y (—%, %, —%)

b) Los dos puntos obtenidos estan a distancia Logen

Se trata de encontrar la proyeccion de estos puntos sobre el plano Tt
e Para (0, 0, 0):

Obtenemos la recta que pasa por (0, 0, 0) y es perpendicular a Tt

x =2\
=-A
z=2\

Hallamos el punto de corte de esta recta con Tt

A+A+4AN+1=0 - OA=-1 - A=_2

El punto es (—E, l, —2)
99 9

2 2 2
e Para -2 2 _~2].
dr‘*( 55 5)

Hallamos la recta que pasa por este punto y es perpendicular a Tt
x=-2/5+ 2\
= 2/5- A
z=-2/5+2A

Obtenemos el punto de corte de esta recta con Tt

2(_3+2)\)—(£_}\)+2(—2+2)\)+1=0
5 5 5

—i+4>\—£+)\—i+4)\+1=0
5 b) 5
1
A-1=0 - A=—
K 9
_8 13 8
El punto es ( 5 45 45).
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32 Sean los puntos P(3,1,5)y Q(-1, 7, 3). Por el punto medio del segmento
s PQ trazamos un plano T perpendicular a dicho segmento. Este plano corta
a los ejes coordenados en los puntos 4, By C.

a) Escribe la ecuacion de 1.

b) Calcula el area del triangulo ABC.

a) El plano es perpendicular al vector P_Q(—ZL, 6, —2); un vector normal al plano es
(2, -3, D.

Pasa por el punto medio del segmento PQ: M(1, 4, 4).
La ecuacion del planoes: 2(x— 1) - 3(y -4 + 1(z—4) =0
T2x—3y+2z+6=0
b) Hallamos los vértices del triangulo:
y=z=0 - 2x+6=0 - x=-3 - A3,00
=0 - By+6=0 - y=2 - B0, 20
y=0 - z+6=0 - z=-6 - C(0,0,-6)

X=2z
X

AB(3,2,0) AC(3, 0, -6)
AB X AC=(-12,18,-6) — |AB x AC| = V504

l4B x AC| _ V504
2 2

Area = = 11,22 u?

33 Calcula el volumen de un cubo que tiene aristas sobre cada una de las rectas
S rys:

mE;‘:_iIéi NS ]
z=-1-1
e Hallamos la posicion relativa de las dos rectas:

d =@, 6,-D; P1,-2 -1

d, = (13,2, 14); P(0, 8, 6)

PP'(-1, 10, 7)

2 13 -1
6 2 1OH =-1014 - Las rectas se cruzan.
1 14 7

e La arista del cubo es la distancia entre las dos rectas:

. ~ _ Volumen del paralelepipedo _ 1 014 _ 1014 _
dist (r, §) = — 2 bas = = - T "
Area de la base @ x d 0 | (86, —41, —74) |
1014

- = arista del cubo
V14553

Unidad 7. Problemas métricos @




¢ El volumen del cubo es:

3
v (L4 ) < 50386 03
V14553

34 Determina la ecuacion continua de la recta r que es perpendicular y corta a
las rectas s y t de ecuaciones:

ss(A+2V,2=A,1+)N) E@G+H L6+, 5-2W

Un vector genérico de origen en s y extremo en ¢ es:
STG 2N+, 4+ A+ I 4 — A — 2)

Este vector ha de ser perpendicular a las dos rectas:

ST-(2,-1,1)=0 — G-dA+2H-4-A—P+4-A-21=0 — GA+p=60
= 0
ST-(1,1,-2)=0 - 3-2A+U+4+A+U—-8+20+4u=0 > A+6u=1(

A=1 p=0
La recta que buscamos, cortaa s en S(3,1,2), ycortaa ¢ en 1(4,0,5).
Un vector direccion es 57"(1, 5, 3).

x=3_y-1_=z-2
1 5 3

Su ecuacion continua es:

35 Halla los puntos simétricos de P(, 2, 3) respecto del plano

S O x— =
O: x—3y—2z+4=0 yrespecto de la recta r: [ xX-y *3=0
04x -z =0

= Simétrico respecto del plano:

e Ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendicular a a:

x=1+ A
=2-3\
z=3-2A

e Punto de corte de O con la recta anterior:
A+M)-32-30)-23-20)+4=0
1+A—6+9A-6+4N+4=0

1
14N-7=0 - A==
7 2

3

La recta y el plano se cortan en > %, 2]. Este es el punto medio del segmento

PP, siendo P’ el simétrico de P respecto del plano . Luego, si P'(x, ), 2),

+ 2
entonces: (x hl 1, Y , z+ 3) = (i l, 2) - PQ2,-1,1

2 2 2 272
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= Simétrico respecto de la recta:

e Escribimos la recta en paramétricas:

%x—y+3=0 - y=x+30 x=A
O — 7 =5+)\
J4x —z =0 - z=4x [ == 4\

e Hallamos la ecuacion del plano perpendicular a » que pasa por P
Ix-D+1(y—-2)+4(z-3)=0
X+y+4z-15=0

e Obtenemos el punto de interseccion de la recta r con el plano:

A+3+A+16A-15=0

18\ -12=0 - A==
3
El punto de corte es (%, 1?, % . Este es el punto medio del segmento PP”,

siendo P” el simétrico de P respecto de la recta r. Asi, si P"(a, b, ¢), en-
tonces: |4+1 br2 c+3)_(2 11 8 P”l,l—G,l
373 3

2 ) 2 ) 2 3 ) 3 ) 3
O2x —
36 Halla la distancia entre el punto P(2, 1, 3) y la recta »: sz
U

e Escribimos la recta 7 en forma paramétrica:

) i . ‘ o, _ 2|:| x=1+ 2\
x_y_3+zD Restando: x= 1+ 20 r =—1+ 3\
X-y=2-z[ y=x+z-2=-1+32[ z=A

e Hallamos la ecuacién del plano que pasa por P y es perpendicular a 7:
2=+ 3 -D+1(z-3)=0
Tt 2x+3y+z-10=0
e Obtenemos el punto de corte de » con Tt
20 +20) +3(-1+30) +A-10=0
244N =3+9A+A-10=0

14A-11=0 - Ar=4l
El punto de corte es Q (17—8, %, %)

e Calculamos la distancia:

—_— 1— |75
dist (P, 1) = dist (P, Q) = |PO] = [(i 5 ‘31)H= \/ B0 _ Bl

7147 14 196 14
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37 Dados los puntos A(1,5,-2), B(4,0,1) y C(=3, 2, 0):
S

a) Prueba que son los vértices de un triangulo.

b) Halla la longitud del segmento que determina el punto B y su proyeccion
sobre AC.

a) Hay que probar que los puntos no estan alineados.

AB(3, -5, 3) @

Sus coordenadas no son proporcionales, luego los puntos no

A%(—4, -3, 2)[J estan alineados. Son los vértices de un triangulo.

b) ® Obtenemos la ecuacion del lado AC:

= -3 —4A
7 =2 — 3\
z= 2\

e Hallamos el plano que pasa por B y es perpendicular a 7
“4x -4 -3(-0)+2(z-1D =0
TC—4x—3y+22+14=0

e Obtenemos el punto de intersecciéon de » con Tt
—4(=3 —4N) - 32 -3 + 4N +14=0
12+ 16A -6+ 9N + 4N + 14 =0

200 +20=0 = = ﬁ

29
. -7 118 —40
El t de B sobre AC : B'|—, —, —
punto (proyecciéon de sobre ) es (29, 20 29 )

e La longitud del segmento es la distancia entre B y B"

iy 123 -118 6 33814 1166
|BB| = _5 5o _9)H= 841 = = 6,54

297 29 7 29 2
B
De otra forma:
P 2o D 1166
hoArea  DHCxABD_ |18 29| _ (L6 ¢, ¢
Base ' V16 +9 + 4 A
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38 Determina la ecuacion de un plano T paralelo al plano de la ecuacion
S x-—2y+3z+6 =0y que dista 12 unidades del origen.

Un plano paraleloa x—2y+3z+6=0 esdelaforma Tt x—2y+3z+k=0. Te-
nemos que hallar & para que la distancia al origen sea de 12 unidades:

k| _ |k =12//e=12\/ﬂ

dist [0, 0, 0), 1§ = —R1___ -
. Vi+4+9 V14 T~k =—12V14

Hay dos planos: x — 2y + 3z + 12V14 =0 y x—2y+32—12\/§=0
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3x+2y+2z2=0

O
39 Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta #7: [J
S O x—2y+2z=0
x—3 y-1 =z+5
t . = =
y otro sobre s > 3 =

a) Calcula el area del cuadrado.

b) Encuentra cuatro puntos (dos en r y dos en s) que puedan ser los vérti-
ces de un cuadrado, si uno de ellos es (0, 0, 0).

a) Escribimos la recta 7 en forma paramétrica:

(3,2,2)x(1,-2,2)=(8,—4,-8) //(2,-1,-2)

x =2\ .
7. = —)\ - dr(27 _17 _2); P(Oa Oa O)

(TS(Z, -1, =2); las dos rectas tienen la misma direccion; ademas P(0, 0, 0) O 7,
pero P(0, 0, 0) O s. Las rectas son paralelas.

El lado del cuadrado es la distancia entre las
dos rectas.

Area _ PO xd]
Base EHSD

A )] R S

Vi+1+4 Vo

dist (r, s) = dist (P, s) =

= lado del cuadrado

Por tanto: Area = (V10 )? = 10 u?

b) Obtenemos los vértices que pueden estar en 7

Un punto de 7 es 2\, —=A, =2\):
dist (P, Q) = V4N + A2+ 4\% = V10 -

_ . V1o
3

Hay dos posibles vértices:

o[2Y10 V10 —2v10| g[=2¥10 V10 2V10
37 37 3 3737 3

S 9A%2=10 - A

e Obtenemos P': Un punto de s es de la forma: S(3 + 2, 1 — 4, =5 =2
PS-d.=0 & G+ 1-p -5-2W-@2 -1,-2)=0

G+4u—1+PU+10+4u=0 - 9u=-15 - P—=_?S
e
3733
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e Si Q'(x, y, z), como PQ =P'Q’, entonces:

(2\/10 V10 —2\/10)=(x+ 18 5)

3 0 3 0 3 3773773

Q,(Z\/lO—l 8 -V10 —5—2\/10)
3 3 3

e Si R'(a, b, ), como PR =PR'| entonces:

-2V10 V10 2v10)| _ g+l p 8 13
37373 3 3 3

o 2V10-1 8+V10 -5+2V10
3 3 3

Los dos cuadrados son PQQ'P’' y PRR'P'.

40 Estudia la posicion relativa de las rectas » y s y calcula el angulo que for-
S man:

-1 x=3+ A
r:_xz =%=% s:[y=3+2\
z=4+3\

d,(2,3,4; PQ,0,0

di(1,2,3); P33, 4

PP2, 3,4 =d,

Las dos rectas se cortan en el punto (3, 3, 4).

e Angulo que forman:

o, - do
cos O = LA B 2+_6+£= £=0,99 - 0O =06°58 57"
ol mdo V29 V14 V406

41 Sea r, larecta que pasa por A(2,4,0) y B(6, 2,0) ysea r, larecta que
S pasapor €(0,0,7) y D@, 2,0).

Obtén, de manera razonada, la distancia entre », y r,.
e Escribimos las rectas en forma paramétrica:

ry: AB(4,-2,0) // (2, -1, 0)

x=2+2\
ry =4 -\
z=0
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ry CD(3, 2, =7)

x = 3l
Ty = 2
z=7-TH

e Estudiamos la posicion relativa de 7, y 7y

AC(=2, 4, 7)
2 3 =2

D»l 2 —/ﬂ =-21#0 - Las rectas se cruzan.
0o -7 7

e Hallamos la distancia entre 7, y 7,

) _ Volumen del paralelepipedo _ 21 _
dist = - = =
ist (ry, ) Area de la base [(2,-1,0) % (3, 2, -7 |
- 21 -2

|7, 14, D] V204

42 Halla la ecuacion general del plano determinado por los puntos A(1, 1, 1),

S

Unidad 7. Problemas métricos

B(-2, 0,-1), C€(1, -2, 0), y calcula el volumen del tetraedro que limita con
los planos cartesianos.

AB(-3, -1, -2)

N Son paralelos al plano.
AC(0, -3, -D

La ecuacion del plano es:

-1 3 0
D/;—l 1 3D=O - 5Sx+3y-9z+1=0
z

-1 2 1
e Vértices del tetraedro: 00, 0, 0)
y=z=0 - 5x=-1 o x——% - A(—l,0,0)

3
1 1
= =0 - — =1 — = — — C‘0,0,_
x=y 9z z ) ( 9)
Volumen=_(l.l.l)=L 3
5 3 9 810



43 Calcula la distancia entre las siguientes rectas:

S
O — = _ _ =
_— 2 S:Ex z=0
0 y_z=_4 0 y+z=0

e Escribimos las rectas en forma paramétrica:

Ux—2=-2 - x=-=2+z x=—24)
V:D'x _ -4+ rOy=-4+A
-=z==t - r= = z=A
=A
‘+z=0 - y=-z
z=A

e Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas:
d (1,1, 1); P(=2,—4,0)
d.(1, -1, 1; P(0, 0,0

PP(2, 4, 0)

1 2
[E -1 Zﬂ =4#0 - Las rectas se cruzan.
1 0

e Hallamos la distancia entre las rectas:

) _ Volumen del paralelepipedo _ 4 _
dist = z = -
ist (r, ) Area de la base [(1,1, D x (1, -1, D

____ 4 t 44 2 pag

[2,0,-D]  Vi+ra V8 2v2 V2 ’

44  Sean los puntos P(5,1,3) vy Q(3, 7 —1). Por el punto medio del segmento
S PQ trazamos un plano T perpendicular a dicho segmento.

Este plano corta a los ejes coordenados en los puntos 4, By C

a) Escribe la ecuacion del plano T

b) Calcula el volumen del tetraedro de vértices O, A, By C (O es el origen
de R3).

a) El plano es perpendicular a I;Q(—Z, 6, —4) // (1, -3, 2). Pasa por el punto medio
del segmento PQ: M = (4, 4, D).
La ecuacion del plano es: 1(x—4) —3(y—4) +2(z—-1) =0

Ttx—3y+2z+6=0
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b) Hallamos los vértices del tetraedro:
y=z=0 o x+6=0 - x=-6 - A(=6,0,0)
x=z=0 - 3y+6=0 - y=2 - B0O20
x=y=0 - 2z+6=0 - z=-3 - <C(0,0,-3)

Volumen = % G-2-3)=6u

Halla el punto del plano de ecuaciéon x — z = 3 que esta mas cerca del pun-
to P(3, 1, 4), asicomo la distancia entre el punto P y el plano dado.

e Hallamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano que pasa por P(3, 1, 4):

x=3+A
7 =1
z=4-A

¢ El punto que buscamos es el punto de corte de r y el plano:
BG+N-U-MN=3
3+A-4+A=3 - 2A=4 - A=2
El punto es P'(5, 1, 2)

e La distancia entre P y el plano es igual a la distancia entre P y P"

dist (P, P) = |PP'| = | (2,0, -2)| = V4 + 4 = V§ = 2,83

Se consideran los puntos P(2,1,-1), Q(1,4,1) y R(1, 3, 1):

a) Comprueba que no estan alineados y halla el area del tridngulo que deter-
minan.

b) Si desde el punto V(1, 1,—1) se trazan rectas a cada uno de los puntos P, Q
Y R, se obtiene una piramide. Halla la altura de dicha piramide y su volu-
men.

No tiene las coordenadas proporcionales; luego los puntos no
estan alineados.

) PQ(-1, 3, 2)
PR(-1, 2, 2)

POXPR=(2,0,1) - |POXPR|=V4+1=15

Area = % = 1,12 u?

b) La altura es la distancia de V al plano determinado por P, Q y R.
Un vector normal al plano es P—Q X ﬁ? = (2,0, 1). La ecuacioén del plano es:
2x-2)+1(z+ 1D =0

Tt2x+2—-3=0
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Altura = dist (V, 1D = u -2
Vs Vs

Volumen = % [Area base x altural = — -

47 Halla el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH sabiendo
S que 4(1,0,0), B(2,3,0), C(4,0,5) y E(7,6,3).

Halla las coordenadas de los restantes vértices del paralelepipedo.
Hallamos las coordenadas de los restantes vértices:

e Vértice D(d,, d,, dy): H

BA=CD - (-1,-3,00=(d, 4 dyd,-5 70
D@3, -3,5)
e Vértice F(f, /5, /f3):
AE=BF ~ (6,6,3)=(f,=2,/,=3/,
F(8,9,3) C(4,0,5)
e Vértice G(g), 8,, g3) v Vértice H(b,, by, by): 44, 0,0 B2.3.0
AE=CG ~ (6,6,3)=(g —4 8, 8-5 - G(0,68
AE=DH — (6,6,3)=(h=3,b,+3, h,—5 - H®O,3, 8
AB(1,3,0) AD(2,-3,5), AE(6, 6,3)

[AB, AD, AE] = @ -3 sﬂ =33 - Volumen = 33 u?
6 3

48 Dadas las rectas:

-1 1 - - =
Lx-1 _y+1  z-2 S:Ex y+z= 2
1 2 1 Bx—y—z=-4

determina la posicion relativa de ambas rectas y el area de uno de los cua-
drados, dos de cuyos lados estan sobre r y s.

e Escribimos la recta s en forma paramétrica:

—+z=2-x U Sumando: —2y=-2-4x - yp=1+2x
—y—z=-4-3x[] z=2-x+y=3+x

x=A
S: =1+ 2A
z=3+A
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e Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas:
d, 2 n; P, -1,2)

d(1,2, 15 Q0, 1,3

Las rectas tienen la misma direccion; P O 7, pero P Us; luego lasrectas 7 y s

son paralelas.

e El lado del cuadrado es igual a la distancia entre las rectas 7 y s.

oP(1, =2, -1)

dist (r, s) = dist (P, s) =

OP xd =(1,-2,-Dx 1,2, 1=, -2 4

loP xd| _ [0, -2, 9] _

@l (1,2, D]
_ Yiv16  f20  [10
S V1+4+1 VO V3
) (10
Area = |\ | =10 2
3 3
Dadas las rectas 7 y s:
x-3 y =z-1 x_=u
A T T
z=—

Halla los puntos que dan la minima distancia y determina la ecuacion de la

perpendicular comina » y s.

Un punto genérico de 7 es R(3+ 2\ A, 1+ MN)
Un punto genérico de s es S(H, —H, =)

Un vector genérico de origen en 7 y extremo en s es:

RS(-3 2\ + M=A =l -1T-A-W

Este vector debe ser perpendiculara » ya s:

0 —

%RS-(2,1,1)=0 5> 6A-7=0 -
0

] —

ER -(1,-1,-D=0 - -2+3u=0 o

Los puntos que dan la minima distancia son:

2 7 1 2 2 2
Rl L, Ll ysl2 -2 -2
(3’ G’ 6)y (3’ 3 3)
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La perpendicular comun es la recta que pasa por R y S:

ol 11 5
RS|0, —, —=| - d(0,1,-1
727 2) (7 K )

Oy = 2
O
g 3
La recta es: Ey = —% +A
.
1
=—— -\
R
Halla la ecuacion de la proyeccion ortogonal r" de la recta

x—1 -1 =z-2
ri— =y1 = sobre el plano 0: x —3y + 2z + 12 =0.

La proyeccion ortogonal de r sobre o es la recta interseccion del plano o con
otro plano T, perpendicular a O y que contiene a 7.

P(1,1,2); d(2,1,2); n(1, -3, 2)
dxn=(21,2x,-3,2) =@, -2,-7)
La ecuacion de T es: 8x—- 1D -2(y-D-7(z-2)=0
TE8x—2y—7z+8=0
La proyeccion ortogonal de r sobre o es:

Ux-3y+22+12=0
08x -2y —-7z+ 8=0

r/.
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51
S

Los puntos P(0, 1, 0) y Q(-1, 1, 1) son dos vértices de un triangulo, y el

tercero, S, pertenece a la recta 7: Dxf /1* La recta que contiecnea P ya §
es perpendicular a la recta 7. 0z=

a) Determina las coordenadas de S.

b) Calcula el area del triangulo PQS.

»PSOd, - PS-d. =0 QC1,1,D

4A-1,D-0,1,0=A-1=0 - A=1
S4,1, D

PO, 1,00 ___o--m7 v
.\

b PS(4, 0, 1) PO(~1, 0, 1)

PS xPQ = (4,0, 1) % (-1,0, 1) = (0, -5, 0)
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52 Considera un cuadrado cuyo centro es el punto C(1, 1, -1) vy tiene uno de
sus lados en la recta:

x—=2 y-1 =z-1

r:

1 1 0

a) Halla la ecuacion del plano en el que se encuentra el cuadrado.

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado.

a) Es el plano, T, que contienea C ya 7 Jr(l, 1,0); P2, 1, D Or
ca,1,-D
PC(-1,0,-2) // T

Un vector normal al plano es:
n=(1,1,0) x (1,0, 2 = (2, -2, -1

La ecuacion del plano es:

26D =-2()-D-1z+ 1D =0

2x—-2y—-z-1=0

b) La distancia de C a r es la mitad del lado del
c, 1, -1
cuadrado. '3

d xPC=(1,1,0 % (-1,0,-2) = (=2, 2, )
|d.|=V1+1=v2

|cTr><P_é|_\/4+4+1_\/_§_i 3v2

dist (C, r) =

miflm V2 V2o 2 2

é = % ~ lado del cuadrado = [ = 3V2 = 4,24

53 En la figura adjunta, calcula el angulo que forma la recta BC )
s conlarectaque une B con el punto medio del lado AD.

Vamos a considerar el cubo de lado 1 con un vértice en el origen: 4

Ast: A(1,0,0) B(1,1,1) €(0,1,0) D(1,0, 1) M(l,o, l)

2
BC(-1, 0, —1); Bﬁ/[(o, 1, —%)
[BC - BMU 1/2
sl = ———— = ———— =
BCIIBMO V2 - \/5/4
=L 20316 - a=71°33 54"
V10
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3x+2y—2z—-1=0

O
Sealarecta r: [
Ox+ y -1=0

a) Determina la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmentea » y
pasa por (0, 2, 2), y las coordenadas del punto P interseccionde r y s.

b) Halla la ecuacion del plano Tt que contienea r y s yladelarecta ¢ per-
pendicular a 1T por el punto P.

c) Si Q es cualquier punto de ¢, explica, sin hacer ningan calculo, qué rela-
cion hay entre las distanciasde Q a », a s ya TL

a) Escribimos » en forma paramétrica:

x=A
%3x+2y—z—1=0 - z=3x+2y—1=1+x5 r: =1-A
Dx+y —1=0 — y=1—x |:| Z_1+)\

Un punto genérico de r es R(A, 1 —A, 1+ A).
A(0, 2,2)
L]

AR ha de ser perpendicular a 7; es decir: AR - Jr =0
d1,-1, 1D A, -1-\-1+NM)-(1,-1, D=0
A+1+A-1+A=0 - 3A=0 - A=0

RO, 1=A 1+X) RO. 1 1)

La recta s pasa por A(0, 2,2) y por R(0, 1, D.

- x=0
RAMO, 1,1 - = =1+A
z=1+A

El punto de interseccion de r y s es P(0, 1, 1.

b) Ecuacion del plano Tt que contienea 7 ya s:
n=(1,-1, 1D %x(0,1,1 =(=2,-1,1); PO, 1,1 Ot
2x-0-1y-D+1(z-D =0
TtE2x—y+2z=0

Ecuacion de la recta ¢ perpendicular a Ttpor el punto P:

x==2A
t: =1-A
z=1+A

oSi Q0¢r - dist (Q, r = dist (Q,s) = dist (Q, TV = dist (Q, P)

Las tres distancias coinciden con la distancia de Q al punto P, luego las tres
son iguales entre si.
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55 a) Halla la distancia del punto P(1, -1, 3) a la recta que pasa por los puntos
Q(l’ 2’ 1) Y R(la 07 _1)-

b) Encuentra todos los puntos S del plano determinado por P, Q y R de
manera que el cuadrilatero de vértices P, Q, R y S sea un paralelogramo.

a) Si r es la recta que pasa por R y por O

entonces:
dist (P. 7) = Area _ [RP x ROD
Base RO

RPO, -1, HH o

- RP XRQ = (-10, 0, 0)

RQ(0, 2,2)

. -10, 0, 0)| 10 10 10 5
dlSl‘(P,7’)=|( 2 =) = = 7 = 7=_—:3,54U

10,2,  Va+4 V8 2v2 V2

b) Hay dos posibilidades: que P y Q sean vértices consecutivos, o que lo sean P

y R
*Si Py Q son consecutivos, obtenemos S, (x, y, 2):
S — —
o, QP=RS, - (0,-3,2=(x—1,y z+1)
p .- \
JPTEe ' §$;(1,-3,D
Sy .o PR :
sy *Si Py R son consecutivos, obtenemos S,(a, b, ¢):
- “ "——’ R — —
é RP=0QS, - (O -1,49=@-1,b-2¢c-1

8,1, 1,5

56 Halla el plano de la familia: mx + y + z—(m + 1) = 0 que esta situado a dis-
g tancia 1 del origen.

Hallamos la distancia del origen, (0, 0, 0), al plano y la igualamos a 1:

dist = [m-0+0+0-(m+D| _ |m+1]| _
Vm2+1+1 Vm? + 2

1

lm+1|=Vvm?+2 o (m+D*=m?+2 - m?+1+2m=m?+2

2Zm=1 - m=l
2

El plano es: %x+y+z—%=0; es decir: x+2y+2z-3=0

57 Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y, z) que equidistan de los pun-
S tos A(1,-1,0) y B(2, 3,—4). Comprueba que obtienes un plano perpendi-
cular a AB y que pasa por el punto medio de AB.
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59

Si P(x,y, 2) esun punto del lugar geométrico: dist (P, A) = dist (P, B) -

S N -DP+@+ D2+ 22 =V =22+ (=3 + (z + 4)?
X—2x+ 1+ +2p+ 1+ 8= —dx+4+)yL—6p+9+22+82+16
Tt 2x +8y—-82—-27=0 - Ecuacién de un plano.
e Veamos que T es perpendicular a AB:
AB = (1, 4, —4)
Vector normal al plano - 1(2, 8, -8) // AB

Luego AB O .

e Comprobamos que TU pasa por el punto medio de AB:

1+2 —1+3 0—4)=(i’1,_2)
2 2 2 2

- |
2~(%)+8-1—8-(—2)—27=0 L MOn
e El plano Tt es el plano mediador del segmento AB.
Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos si-
guientes:
a: 3x+y—2z+1=0

B: x-3y+2z-3=0

0 Hay dos soluciones. Son los planos bisectores del diedro que determinan o y [.

Si P(x, y, 2) esun punto del lugar geométrico:

[Bx+y—-2z+1| _ |x—-3y+2z-3|

dist (P, o) = dist (P, B) —
Vo+1+4 Vi+9+4

[Bx+y—2z+1|=|x—3y+2z-3]|

3 ty-2z+1=x-3y+22-3 - 2x+4y-4z+4=0 - x+2)-22+2=0
T~3x+y-2z+1=—x+3y-2z+3 - 4x-2y-2=0 - 2x—-py-1=0

Son los planos bisectores del diedro que determinan o y f.
Halla las ecuaciones del lugar geométrico de todos los puntos del plano
x =y que distan 1 del plano 2x—y + 2z = 2.

Si P esun punto del plano x =y, entonces es de la forma P(x, x, z). La distan-
cia de P al plano dado ha de ser igual a 1, es decir:
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|2x—x+2z-2| _ |x+22-2| _,
Va+1+4

__—Xx+2z-2= 3 -5 x+2z-5=0

+ D> _ =
|0+ 22 - 2] 3\x+22—2=—3 - x+2z+1=0

u -5-= O -
Son dos rectas: » [I° 22-5=0 s 2z+1=0
o=y =y

60 a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos de
S ecuaciones 3x—4y+5=0y 2x—2y+z+9=0.

b) ¢Qué puntos del eje OY equidistan de ambos planos?

a) Si P(x, y, 2) es uno de los puntos del lugar geométrico, entonces:

|3x—4p+5] _ |2x—2y+2z+9|
Vo + 16 Vi+4+1
[3x—4y+5] _ |2x-2y+z+9|
5 3

33x—4y+5|=5|2x-2yp+z+9|

9% —-12py+15= 10x-10y + 5z + 45 - X+ 2y+5z+30=0
TT—9x—12y+15=-10x+ 10y =52 -45 - 19x-22p+5z+60=0

Son los planos bisectores del diedro que determinan los dos planos dados.
b) Un punto del eje OY es de la forma Q(0, y, 0). La distancia de Q a cada uno
de los planos ha de ser la misma, es decir:

|4y +5] _ [=2v+9] | |-4y+5] _ |2y +9]
Vo + 16 Véd+4+1 5 3

3|4y +5]=5|-2y+9|

/—12y+15=—10y+45 - 2y=30 - y=-15
\

12y + 15 =10y — 45 - -22y=-60 - y=%

Hay dos puntos: Q,(0, -15, 0) y QZ(O’ %’ O)

61 Calcula el conjunto de puntos de [R3 que estan a igual distancia de P(-1, 2, 5)
S vy Q(=3, 4, 1). (A qué distancia se encuentra el punto P de dicho conjunto?
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Si A(x, y, 2) es un punto del conjunto, su distancia a P y a Q ha de ser la mis-
ma, es decir: dist (A, P) = dist (4, Q) -

5> Ve + D2+ (=22 +E@-5% =Vx+3)?+ (@ -D*+(z-1?
Ao+ 1+, —dy+4+2£-102+25=
=z(2+6x+9+3/2—8y+16+z4—2z+1 > —4x+4y-8z+4=0 -
- Ttx—py+2z-1=0

Es el plano mediador del segmento que une P y Q.

La distancia de P a dicho plano sera igual a la mitad de la distancia entre P y Q:

dist (P, Q) = |PO| = |(=2,2, 4)|=V4+4+16 = V24 = 2v6 -

~ dist (P, D) = # = V6 =245

Halla la ecuacion de la esfera que pasa por: A(1,1,1), B(1,2,1), €(1, 1, 2),
D(2,1, 1.

La ecuacion es de la forma x? + y2 + z2 + ax + by + cz + d = 0.

Sustituimos cada uno de los cuatro puntos en la ecuacion:

1+1+1+a+b+c+d=0 - a+b+c+d=-3 a=—
l+4+1+a+2b+c+d=0 - a+2b+c+d=-6] b=-
l+1+4+a+b+2c+d=0 -5 a+b+2c+d=-6[] c=-
44+1+1+2a+b+c+d=0 - 2a+b+c+d=-06H d=

La ecuacion es: x?+ 2+ 22 -3x -3y —-32+6=0

a) Halla la ecuacion del plano tangente a la esfera x2 + y2 + 22 —2x—4y + 4
=0 enel punto P(1, 2, 1).

b) ¢Cual es el punto diametralmente opuesto a P en la esfera dada?

a) El punto P es un punto de la esfera.
El centro de la esfera es C (1, 2, 0).

El plano que buscamos pasa por P y es perpendicular al vector aD(O, 0, D. Su
ecuaciones: 0 - (x—D+0-(p-2)+1-(z-=1 =0, esdeci: z—-1=0

b) Es el simétrico de P respecto del centro de la esfera. Si llamamos P'(x, y, ) al
punto que buscamos, C es el punto medio del segmento PP, es decir:

1+x 2+Y 1+z

=(1,2,00 - P(1,2,-1
27 27 2 (77) (77)

Unidad 7. Problemas métricos Q



64

Halla la ecuacion de la esfera tangente a los planos x -2z -8 =0 vy
2x—2z+5 =0 y que tiene su centro en la recta:

Oy = —
e Dx 2
0y=0

El centro de la esfera es de la forma C(-2, 0, 2) (pues pertenece a la recta 7).

La distancia del centro a cada uno de los planos es la misma. Ademas, esta distan-
cia es el radio de la esfera:

|2-2z-8] _ |H4-z+5]| |2z-10] _ |-=z+1]
V1+4 Vi +1 Vs V5
|-2z-10|= |-z + 1]
o 22-10=-2+1 - z=-11 - C(=2,0,-1D

T~ 2z-10=2-1 - B32=9 - z=-3 o (,(20-3)
Hay dos soluciones:

19 C,(-2,0,-11) - Radio = —=
V5

Ecuacién: (x + 2)% + % +(z + 11)? = 1;1_4
2)C(-2,0,-3) - Radio=—=
’ NB
Ecuacion: (x + 2)2 + p2 + (z + 3)? = %
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65

La esfera (x—3)*+ (y+2)?+(z—1)?=25 cortaal plano 2x—-2y+z—-2=0
en una circunferencia. Halla su centro y su radio.

e Obtengamos el centro de la circunferencia:

— El centro de la esfera es P(3, -2, 1).

— La recta que pasa por P y es perpendicu-
lar al plano es:

= 3+2\
=—2-2\
= 1+ A

— El punto de corte de esta recta con el plano
dado es el centro de la circunferencia:

23+ 20) = 2(=2-2M)+ (1 +AN)-2=0
6+4N+4+4N+1+A=-2=0 - OA+9=0 - A=-1
Q(,0,0)
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e Calculamos el radio de la circunferencia:
La distancia entre los centros Py Q es:
d=10P|= |2, 2, D] =Vd+4+1=3

El radio de la esfera es R = 5.

Luego el radio de la circunferencia es: r= VRZ—d? = V25-9 = V16 =4

66 a) Halla la ecuacion de la esfera que pasa por los puntos A(4, 1, -3) y
B(3, 2, 1) y que tiene su centro en la recta:
x-8 y-3 =z+4
2 1 a4

b) ¢Cual es la ecuacion del plano tangente en B a dicha esfera?

a) Escribimos la recta en paramétricas:

= 8+ 2\
= 3+ A
2= 4 A

Como el centro pertenece a esta recta, es de la forma C(8 + 2\, 3 + A, -4 — )

La distancia de ¢ a los puntos A y B ha de ser la misma. Ademas, esta dis-
tancia es el radio de la esfera:

dist (A, ) = dist (B, C) — |AC|= |BC|

|QAN+4, A +2 -A=D|=|CA+5A+1,-A-5)]

VN +D*+ A+ 22 + (A= D? = VA +5)2 + (A + D? + (A = 5)?
X2+ 16+ 16N + X2+ 4+ 4N + )2+ 1 + 2\ =

=4X%+ 25+ 200 + )2 + 1+ 2N + )¢ +25 + 10\

-10A=30 - A=-3 - C(2,0,-D

|A_&| = |B—&| = 3 = radio de la esfera.
La ecuacion es: (x—2)2+ p? +(z+1)?2 =9, o bien:

X2+ pr+ 22 _4x+22-4=0

b) Un vector normal al plano es CB = , 2, 2).
El plano pasa por B(3, 2, 1). Su ecuacion es:
1- x=-3+2-(-2+2-(z-1D=0
X—=3+2p—4+22-2=0
xX+2y+22-9=0

67 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a A(=2, 3, 4) sea el
doble de la distancia a B(3, -1, -2).
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Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico, debe cumplir:

dist (P, A) = 2dist (P, B)

Vix +2)2+ (-3 + (z-H? =2V(x -3+ (p+ D* + (2 +2)?

X2+ Ax+4+P? 6P+ 9+ 2282+ 16=2x2—6x+ 9+ P2+ 2p+ 1 + 2% + 42 + 4]
X2+ p?+ 22+ 4 — 6y — 82+ 29 = 2x% + 22 + 222 — 12x + 4y + 8z + 28

X2+ 2+ 22— 16x+ 10y + 162-1=0

Es una esfera de centro (8, =5, —8) y radio V154 = 12,4.

68 Dados A (4_, 2,0) y B(2,6,-4), halla el lugar geométrico de los puntos P
tales que PA sea perpendicular a PB.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

Af w-4y-22 E han de ser perpendiculares, es decir:
BP(x—2,y-06,z+4)

AP-BP=0 - (-H@-D+G-D@-6+2zE+4=0
X2 —6x+8+)2—-8y+ 12+ 22 +4z=0

X2+ Y2+ 22— 6x—-8y+4z+20=0

Es una esfera de centro (3, 4, —2) y radio 3.

69 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a (2,0, 0) y
(=2, 0, 0) sea igual a 6.

Si P(x, y, 2) esun punto del lugar geométrico:

Vr-22+9)2+22 +V(x+ 22+ 2+ 22 =6

Vix=2)2+ 7+ 22 =6 - Vlx + 27+ y% + 22

X2 —dx+d+p?+ 22 =36+x2+Ax+ 4+l + 22— 12 V(x + 22+ p? + 22

12V(x + 2)2 + p? + 22 = 8x + 36

3V + 22+ 2+ 22 =2x+9

Olx? + 4x + 4 + p? + 2% = 4x% + 36x + 81
9x? + 36x + 36 + 92 + 922 = 4 + 36x + 81
S5x2 + 9y? + 922 = 45

2 2 2
X2 02,2y

9 5 5

Es un elipsoide.
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Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de (0, 0, 3) y del plano
z=-3.

Sea P(x, y, 2) un punto del lugar geométrico pedido. Entonces:

d=(P,(0,0,3)=d (P z=-3)

_ |z+3]

Vi

Va2 + p2 + (z — 3)? = |z + 3|
Por tanto:

X+ 2+ (z-3)%=(z+3)

X2+ 2+ Gz + =L+ 6z+4

x2+p?-122=0

Se trata de un paraboloide.

Halla el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a (0, 5, 0)
y (09 _59 0) €s 4-

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

[ Va2 + (y =52+ 22 —Vx?+(p+ 5%+ 2% | =4

Va2 + 92— 10y + 25 +22 — Vx? + 2 + 10y + 25 +2% = +4

Va? + 92 — 10y + 25 +22 = 4 + Vx? + p2 + 10y + 25 +272

X2+ P2 — 10y + 25+ 22 =16 + x2 + Y2 + 10y + 25 + 2% £ 8 Vx? + p2 + 10y + 25 +22

£8 V2 +y2 + 10y + 25 +2% = 20y + 16

2 Vx? + 92 + 10y + 25 +22 =5y + 4
40x% + 2 + 10y + 25 + 22) = 252 + 40y + 16
4x% + 4y% + 40y + 100 + 422 = 2592 + 40y + 16

4x% = 212 + 422 = -84

Es un hiperboloide.

¢Cudl es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de destancias a los pun-
tos (2, 3, 4) y (2, -3, 4) es igual a 8? ;Como se llama la superficie que obtienes?

Vix =22+ =3P+ -4? +Vx-22+ (@ +3)7?+(=-49? =8

Q2P+ (Y =3P + Z—97 = 64 + (x=2P + (y + 3% + (4 -
—16Vx =22+ (y +3)? + (z - 4)°
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16V =22+ +3°+(@-D* _g4412

4V =22+ (y +3)7+(z-49% =16+ 3y
16 (W= 4dx + 4+ 12 + 6y + 9 + 22 — 82 + 16) = 256 + 96y + 9)?
16 x%+ 7% + 162% — 64x — 128z + 208 = 0

Se trata de un elipsoide.

¢Cual es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los
puntos (4, 3, 1) y (4, 3, 1) es igual a 62?

Vix+ 92+ (=32 +(@-17 —Vix—49>+ @y -372+(E=-1? =6

4x-9=3Vx-49?+ (@ -372+(=z-17?
7x% = 9)? — 922 + 54y + 182 — 153 =0
Se trata de un hiperboloide.

Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano x =y y del
punto (0, -2, 1).

d(p, n)=% dP, Q) = V(xZ + (y + 2)* + (z = D?

2
(—lx\/_ﬂ) =xX>+ )P +4dy+4+22-2z+1
2

X2+ )2 =2y =262 +2)2 + 8y + 8+ 222 — 4z + 2
X2+ )2+ 222+ 2xp+ 8y —4z+10=0

Se trata de un paraboloide.

CUESTIONES TEORICAS

75

76

La ecuacion ax + by + cz + d = 0 representa un plano del espacio. Explica
qué caracteristica tiene ese plano en cada uno de estos casos:

D a=0, b=0 mb=0, c=0
ma=0,c=0 mwm)d=0

D Es perpendicular al eje OZ. (Paralelo al plano OXY).
) Es perpendicular al eje OX. (Paralelo al plano OYZ).
mEs perpendicular al eje OY. (Paralelo al plano OX2).
v)Pasa por el origen, (0, 0, 0).

Define la proyeccion ortogonal de un punto P sobre un plano T y explica
el procedimiento que emplearias para obtenerla.
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e La proyeccion ortogonal de un punto, P, sobre un plano, T es un punto, P,
tal que el vector PP’ es perpendicular a Tt Un procedimiento para obtener P’
seria el siguiente:
Se halla la recta, 7, perpendicular a Tt que pasa por P. El punto de corte entre
r y T es el punto buscado, P’
77 Dadaunarecta r yun punto P de ella, ;cuantas rectas perpendiculares a r

que pasen por el punto P se pueden trazar?

Infinitas. Todas las que, pasando por P, estin contenidas en el plano perpendicu-
lar a r que pasa por P.

78 Dado el plano Tt x —3y + 2z —1 = 0, escribe las condiciones que deben cum-
plir las coordenadas de un vector v(a, b, ¢) para que tenga la direccion de
alguna recta contenida en el plano.

v(a, b, ¢) debe ser perpendicular al vector normal del plano T, n(1, -3, 2); es de-
cir: (a,b,0)-(1,-3,2)=a-3b+2c=0
79 Justifica que la distancia del punto A(x,, »,, z,) a la recta

xX—x - z—z
1Y byl = 1 se puede calcular mediante la formula:
a c

dxz — X Vo~V 2 _zlv) x (a, b, o[ Lt

Va? + b? + 2

d, r) =

Llamamos P(x,, y;, Z,) ¥ a(a, b, ©). P es un punto

de larectay d un vector direccion de esta. P

La distancia de A alarecta r es igual a la altura del

paralelogramo determinado por PA y d, es decir:

A PAxd
dist (A, 7) = Area paralelogramo _ | - | -
Base xilm

g‘x2 — XL Vo=V 2 _Zl) X (61, b, C)D

Va? + b? + ¢?

80 Sean r larecta determinada por el punto A4 y el vector er y s larecta de-
terminada por el punto B y el vector d,. Sabemos que » y s se cruzan.
a) Justifica que la distancia entre » y s se puede calcular asi:
AB,d , d|]
d (r, s) = M
Od, x d[]

b)Justifica que la perpendicular commin a 7 y s se puede obtener asi:

Odet(AX, d,,d_ xd)=0
Odet(BX, d, d.xd)=0
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a) dist (r, s) = altura del paralelepipedo determinado por:

ihd . d - Volumen _ |[4B, CTW CTs]l
) r N A
Area de la base Eﬁr x JSD

b) La recta, p, perpendiculara r ya s, tiene por vector direccion d. % d. Esta
recta, p, es la interseccion de los planos o y B, siendo:

o: Plano que contiene a s y al vector &r X gl;; es decir:
a: det (A?(, (L, (IV X Js) =0, donde X = (x,y, 2)

B: Plano que contiene a r y al vector cTr x &;, es decir:
B: det (BX, d, d xd) =0

det (AX,d,d xd) =
Por tanto:  p: @ e (_), o d.xd)
)

81 Si A(x,,y,, %) esun punto del plano Tt ax + by + cz+d=0, y B(x, ¥, 2,)
un punto tal que 4AB- (a, b, ¢) = 0, demuestra que B[it.

A_é-(a,b,c)=0 - alx,-x)+by,-y)+clz,-z)=0 -

-~ (ax, + by, + cz,)) — (ax? + by? + czﬂ) =0 -

—d (pues A )
- ax,+by,+cz,+d=0 - B
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82 Los puntos P(1,-1,1) y Q(3, -3, 3) son dos vértices opuestos de un cua-
s drado que esta contenido en un plano perpendicular al plano de ecuacion
x+y=0.
a) Halla los vértices restantes.
b) Calcula el perimetro del cuadrado.

a) Los otros dos vértices, R y S, pertenecen a la mediatriz

del segmento PQ. R 0
La mediatriz del segmento PQ tiene como vector direc- )
cion el vector normal al plano x + y = 0; es decir, (1, 1, 0). ,"(\
Pasa por el punto medio del segmento PQ, es decir, por P ! S
M2, -2, 2). Luego la ecuacion de la mediatriz es:

x=2+A

7 =-2+A
z=2
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Un punto de 7 es de la forma R(2 + A, =2 + A, 2).
Buscamos R tal que PR - Q_I)e =0 (es decir PRO Q_])?):

PRA+A-1+AND H - _
= PR-QR=N—-1+XN-1-1=2\>-3=0 -
QOR(=1+A, 1 +A, -1

3 _ 6
2

/)\z\/z
S =_\/§ Vo

Los vértices son: R

2 2 2 2

4+ 6 —4+\/6,2) , 5(4—\/6 —4—\/672)

La longitud de la diagonal es:
d=|PQ|= |2 -2, 2| = Vi2

d?=1P+12 o d*=20%> - 12=2% . [=76

El perimetro serd: P = 46

83 Dados los puntos A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, ¢), prueba que la distancia,
d, del origen de coordenadas al plano ABC verifica:

El plano que pasa por A, B 'y C es:

Tt % + % + % = 1 (véase ejercicio 55 de la unidad 6),

. 1 1 1
esdecir: Tt —x+—9yp +—2 —-1=0
a by c

Asi, si O(0, 0, 0), entonces:

dist (O, TD =

V-

. .\/L+L+L=l RS S S S
a*> v ¢ d at b d?
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85

Dadas las rectas 7, s y ¢:

g = — d = g —z=
re 0% 2 s D2x + z=-2 £ 0% z 0
o y—-z= 0 Ox+y =0 0o y+z= -1

Halla las coordenadas de un punto P que esta en la recta ¢ y que determi-
na con la recta s un plano que contiene a 7.

e Escribimos las ecuaciones de 7, s y ¢ en forma paramétrica:

x=-2 x=H x=r
: = l: =-1-4k

z=-2-2U z=k

N

]
> > |

[}

z

e Hallamos la ecuacién del plano, T4 que contienea » ya s:

Las rectas 7 y s se cortan en el punto (=2, 2, 2), luego el plano TU contiene a
este punto.

Un vector normal al plano es:

-

d xd=0,1Dx1,-1,-2)=(1,1,-1) - #1,-1,1D
Luego el planoes: Tt 1(x+2)—1(y—2) + 1(z-2) =0

Ttx—)y+z+2=0
e P es el punto de corte de Tt con la recta #
k—C1-R+k+2=0 - k+l+k+k+2=0 - 3k+3=0 - k=-1
El punto es P(-1, 0, -1)

x> |yt 2P
Halla las intersecciones de la superficie 25 *6 T 95 - 1 con los planos

coordenados. ¢Qué figuras obtienes? ;Como se llama la superficie dada?

Xy 2

5 "6t o !
32 22

Con x=0: ST 5 1 - Elipse de semiejes 4 y 3
x| 2

Con y=0: o5 + 5 1 - Elipse de semiejes 5y 3
x> )2 . L

Con z=0: 5 + ST 1 - Elipse de semiejes 5y 4

Es un elipsoide.
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Halla el centro y las longitudes de los ejes del elipsoide:
2x2+3)?+ 22 -8x+6y—4z-3=0
22+ 32+ 22— 8x+6y—4z-3=0
24+ D+30P+ 20+ D+ (P -4z +4)=3+8+3+4
2= +3 @+ D*+(z-2)* =18
x-27 @+  (z-27

9 6 B !
Centro: (2, -1, 2)
Semiejes: 3, V6 y V18 = 3vV2
Halla las intersecciones de la superficie 9 s 16 " 1 con los planos

coordenados y describe qué tipo de curvas obtienes. ;Como se llama la

superficie dada?

2 2 2 z
Y S
o "Ti T 7!
32 52
Con x=0: T 1 - Hipérbola, semieje real 2
x> 2
Con y=0: 5 * 6 1 - Hipérbola, semieje real 3
22 22
Con z=0: o + 7 1 - Elipse de semiejes 3 y 2

Es un hiperboloide.
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Haz de planos

f _x—4 =
La recta r:Dn2x+3y z—4=0

es la interseccion de los planos T y O.
0o: x—2y+z+1=0

El conjunto de todos los planos que contienen a » se llama H4z DE pranos de
arista r, y su expresion analiticaes: aQx+3y—z—-4) +b(x—-2y+z+1)=0

/

[

|

) :

[
|
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Para cada par de valores de a y b (salvo para a=0 y b = 0) se obtiene la
ecuacion de un plano del haz.

a) Halla el plano del haz que pasa por el origen de coordenadas.
b) ¢Para qué valor de k uno de los planos del haz es perpendicular a la recta

-2
t: % = J}T = % ¢Cual es ese plano del haz?

c) Halla dos puntos que pertenezcan a todos los planos del haz anterior.

d) Pon la expresion del haz de planos cuya arista es la recta s:
. x-=5 y+1 =z-3

3 -2 1

e) ¢Cual de los planos de este haz dista mas del origen de coordenadas?

a) El término independiente serd cero: —4a + b=0 - b= 4a. Luego:
ax +3y—z—4) + 4alx -2y + z+ 1) =0; es decir:
2x+3Yy—z—-4+4x-2y+2z+1D =0
2x+3y—z—-4+4x—-8y+4z+4=0
6x—5y+3z=0

b) Un plano del haz es:
QRa + bx+ BRa-2b)y +(a+ bz+(-4a+b) =0
Un vector normal al plano es: 1 (2a + b, 3a — 2b, —a + b)

Para que el plano sea perpendicular a la recta, el vector normal del plano y el
vector direccion de la recta han de ser paralelos, es decir, sus coordenadas de-
ben ser proporcionales:

2a+b _3a-2b _-a+b
3 5 k

10a +5b= 9a-6bd a+11b=0 - =_11b
2ka + kb = -3a + 3by Qk+ 3a+ (k-3)b=0

“11Qk+3)+(k=3)=0 - 22k-33+k-3=0

36 _ -2, 12

21 7 7

El plano del haz es:
—“116Q2x +3y—z—-4) +blx -2y +z+1)=0
-11C2x+3y—z-4H +(x-2y+2z+1) =0
“22x—-33y+1lz+44 +x-2p+2z+1=0
21x-35p+ 122 +45=0
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Otra resolucion:

Si la recta es perpendicular a un cierto plano del haz, serd perpendicular a todas
las rectas contenidas en ese plano, y, en concreto, a la recta 7, arista del haz.

Vector direccion de 7 d = 2,3, -DH)x,-2,D=01,-3,-7)
Vector direccién de £ d' = 3,5, b
d-d=0 - (1,-3,-7-3,5k=3-15-7k=0 - /e=#
A partir de aqui, obtendriamos la relacion entre a@ y b, y el plano del haz co-

mo en el caso anterior.

©) Los puntos que pertenecen a todos los planos del haz son los puntos de la recta
r. Por ejemplo: (1, 0, =2) y (0, 3, 5).

d) Escribimos la recta s en forma implicita:

_ 1
x—35=y_2 L 2x+10=3y+3 - 2x-3y+7=0
X;5=_Z;5 L X-5=32-9 o x-32+4=0

s E2x+3y -7=0
0Jx-3z+4=0
La expresion del haz de planos cuya arista es s es:
ax+3y -7+ blx—-3z+4 =0

e) Es el plano que contiene a la recta (puesto que es del haz) y es perpendicular a
00', siendo 0O(0,0,0) y O’ la proyeccion de O sobre la recta.

Lo calculamos en el caso de la recta s:

£ s 0(0, 0, 0)
Un punto genérico de la recta s es: .

PG+ 3N, -1 -2\, 3+N)

Un vector direccion de s es &S(g, -2, .
El vector OP ha de ser perpendicular a asz

OP-d =0 - 3(5+30)-2-1-20+G+N=0

15+ON+2+4N+3+A=0 - 14\ +20=0 - r=—20_-10

Luego: O’( , ); y el vector normal al plano es JO’(%, 17—3 17—1), o)

~ |

1311
777
bien (5, 13, 11).

. 5 13 11
El pl ; — 2]+ 13y 2|+ 11|z- —] =0
plano sera 5( 7)+ 3( 7)+ (Z 7)

Sx+ 13y +112-45=0
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