LIMITES DE FUNCIONES.
CONTINUIDAD
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Algunos limites elementales

= Utiliza tu sentido comin para dar el valor de los siguientes limites:

a) lim x2, lim x3, lim (x3-3x2%
X - +oo X — +oo X - +0o
b) lim xZ, lim x3, lim (x3-x?%)
X — —00 X — —00 X — —00
<) lim x2, lim x3, lim (x3-5x2+3)
X - 2 x - 2 x - 2
_ 1 _ 1 _
d lim —, lim —, lim ——
X - +0 X x - +00 X x o+ X+ 1
_ 1 _ 1 _
e) lim —, lim —, lim —
x - —00 X x » —0 X x o —0X“+1
. . 1 .
D lim —, lim —, lim —
x -0 x->0X xoo0x“+1
g) lim lim x5 = S5at
xotox2+1 x -+ XZ+1
2
_ X _ b'd
h) lim > , lim
x -—0Xx“+1 x»—03X+5
a) lim 52— yeo. lim  x3 = +oo; lim (x3 = 3x2) = +o0
X - 0o X — +0o X - +00
b) lim x? = +oo; lim  x3 = —oo; lim (x3 - x2) =—o
X —» —00 X — —00 X — —00

o) lim x%=4; lim x3=8; lim (x3—=5x2+3)=-9
X -2 X - 2 X - 2
& 1m L=o lim L =0 lim —X_ -
X o 400 X X o +00 x2 X o400 x2 4]
e) lim l=O; im L - ; lim X -0
X - —00 X x - —o x2 x -0 x24+1
£ lim i=+00; lim l=—00; lim L=+00, lim X -
X - 0" X X0 X x -0 x2 x -0 x2+1
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2 lim = +oo; lim = +00
X - 400 x4+ 1 x - 40 x2 41
3 2
h) [lim X = —oo; lim X =_00
x - -0 x2+1 X - —w3X+5

Pagina 217

Exponenciales y logaritmicas

= A lavista de estas graficas, asigna valor a los siguientes limites:

y = log,x
o _ (1) y=2v
el
Y 2
y=log, ,x
a) lim 2%, lim 2% b) lim 27, lim 27
X — —00 X — +o0o X — —00 X — +oo

c) lim log,x, lim log,x, lim log,x
x -0

X - —00 X - +0

d lim log,,x, lim log,,x, lim log,,kx
X - —00 x -0 X — +0

a) lim 2¥=0, [lim 2%=+c

X - — X - +0o

b) lim 2% =+c, lim 27%=0

X - — X — +00

o lim log,x no existe, [lim log,x=—oc, lim log,x =+
X - —0 x - 0" X - +00

d limoologl/zx no existe, xlz’m(y log,,x =+, lim log, ,x =~

X - — X - +oo

Con la calculadora

Tanteando con la calculadora, da el valor de los siguientes limites:

a) lim "X

x -0 X

b) lim (x-3)-n(x-3)

x -3

2x
c) lim (1 + i)
X

X - +00
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senx
a Iim —— =1
X

b) lim (x-3) -Inx-3=0

o lim <1 + % >2x= e® = 403,43
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1.Si u(x) - 2 y v(x) - -3 cuando x — +o, calcula el limite cuando x — +» de:
a) u(x) + v(x) b) v (x)/u(x) ©) 54
d) Vo (x) e u(x) - v(x) £) Vu(x)
p _ oy - vx) _ 3
0 A e + 009 =2+ = D
o xlfnioo 5u) = 52 = 25 ) xlfrriw Vo(x) no existe
S [u@) - 0] =2 (3) =6 p tm Vuxo = V2

2.Si u(x) > -1y v(x) > 0 cuando x — +oo, calcula el limite cuando x — +o de:

a) u(x)—v(x) b) v(x) —u(x) o) v(x)/u(x)

d) log, v(x) ) u(x) - v(x) £) Vau(x)

a) Iim [ulx)-vl=-1-0=-1 b Iim [v(x)—ux)]=0-(1=1
0@ 0

C) xliﬂioo M(.X') - -1 0

& lim log,v(x) = E—oo si v(x) - 0

X - +00 [no existe si v(x) —» 0

e Ilim [ulx) v@l=-1-0=0

X — +0o

) lim Vu(x) A |

X — +00
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3. Halla los siguientes limites:
a) lim (x%+3x—x3) b) lim (=5 - 2%%)
X — +oo X — +00
a) lim (x?+3x-—x3) =-w b) lim (-5 -2%) =0
X — +oo X — +00
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4. Calcula estos limites:

a) lim VxZ+ 2 b) lim (-2log,, x)
X — +oo X - +00

D lim VxT+2 = +e b) lim (=2log,, x) = —co
X — too X — +00
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5. Indica cuales de las siguientes expresiones son infinitos (+©) cuando x — +co:

a)3x5—Vx +1 b) 0,5% o) -1,5%
d) log, x e 1/(x3+1) £) Var
Q) 4% h) 4~ i) —4~

) lim Bx>—+Vx +1)=+0 _ S
X — too

b) lim 05=0 - No

X — +oo

o) lim (-15%=-0 - Si

X — +00

d) lim log,x =+ - Si
X — +oo

e) lim 1 =0 - No

x - 400 x3 +1

£) lim Vx =+0 S
X o 400

g lim 4=+ - Si
X - +00

h) lim 4%=0 - No

X - +00

i) lim —4¥=_00 L Si
X o +00
6. a) Ordena de menor a mayor los 6rdenes de los siguientes infinitos:
log,x Vx x% 3x5 15% 4*
b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:

log, x 5 Vax
lim >2 lim 3x> lim

2 1,5%
X - +0 x X - +00 X X — 400 4y

4% 1,5 35 x2 Vx log,x

by lim logix =0
X Ho Gy
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lim SE +00
X — +00 .X'Z

_ Vx

lim =
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7. Sabiendo que, cuando x - +0o, f(x) - +o, g(x) - 4, b(x) - -0, u(x) - 0,
asigna, siempre que puedas, limite cuando x - +o a las expresiones siguientes:

a) f(x) — b(x) b) f(x) /) ©) f(x) + b(x)
d) f(x)* ) f(x) - b(x) £) 2 (x)* @

8) f(x)/b(x) h) [b(x)]*® D g(x)»@®

J) u(x)/b(x) K) f(x)/u(x) D bh(x)/u(x)
m) g(x)/u(x) n) x + f(x) ) f(x)?

0) x + h(x) p) b(x)P® qQ x>

a)  lim (f(x) — b(x)) = 400 — (—00) = +00 + 00 = +00

X — +00

b) lim f(x)f(x) = (+00)*® = +00

X - +00

N

C lim ( S0 + b(x)) =+00 + (—o) o Indeterminado
X - +00

A lim [N = 400" = +oo
X — +00

e lim (f(x) h(x)=+® () = -
X — +0o

)  lim w0 =00 -, Indeterminado
X — +00

g Ilim % = % - Indeterminado
X — 400 -

h)  lim  [h ()P = [+eo]=® =

D lim gP® =4"2=0

. _ ux) _ 0 _

Dot e T e 0
) e

AL row Sl v Sl

D im b _ e +00

x = +oo U(X) )
PRI S

x -+ () (0)

n) lim (x +f(x)) = +00 + (+00) = +00
X — +00
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fl) ll’m f(x)b(x) - (+oo)—°° =0

X — +00

0) Xll’nioo (x+ h(x) =+0 + (—®) - Indeterminado

P lim bh()P® =(-—0)"® . No existe

X — +00

Q@  lim x™=(+00)"® =0
X — +o0o
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8. Las funciones f, g, b y u son las del ejercicio propuesto 7 (pagina anterior).
Di cuales de las siguientes funciones son indeterminaciones. En cada caso, si
es indeterminacion, di de qué tipo, y, si no lo es, di cual es el limite:

a) f(x) + b(x) b) f(x)/b(x) Q) f(x)y P d) [P
) f(x)* ) u(x)?™ ) [g(x)/41/™ h) g (x)/™
a) lim (f(x) + h(x)) = +00 + (—00). Indeterminado.

i [ _ *o .
b) xlirriw oo~ e Indeterminado.

C) lim f(_x)—b(x) - (+oo)+°° = +o0

X — +00

A lim 0P = (re) = = 0

X — +oo

e lim f()"Y = (+0)° Indeterminado.
X - 400

) lim u(x)b(x) =0"%°=+00
X - +o0

X — +00

S
g lim [%} ¥~ 1", Indeterminado,

h) lim g/ @ = 4% = +o0

X — +00
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1. Sin operar, di el limite, caando x — +«, de las siguientes expresiones:

a)(x2-V2x+1) b) (x2—2%) )Vai+1 —Vx
d) 3 -2~ e)5%—Vx®— 2 ) Vx — log; x4
) lim (x2-V2x +1) =+ b)  lim (x? - 2%) = -

X — t+oo X — +00
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o lim (Vx2+1-vx)=+n A lim (3% - 2%) = +oo

X — too X — +
e lim (5% -Vx®—2)=+o £) lim (Vx —logg x) = +oo
X — t+oo X — +0o

2. Calcula el limite, cuando x — +o, de las siguientes expresiones:

a)3x3+5_4x3—x b) x> x
x+2 x—2 2x2+1 2
2
c)3x+5_x—2 dVxZ+x —Vx2+1
2 x
e)2x—Vx2+x HVx+1 —Va+2
B lim (35 A ox) g, Gxd 4 S -2) - (a0 -+ 2)
X 4o\ X+ 2 x—2 X - +00 (x+ 2)(x—2)
_ g 3XP =003 + 50— 10 — doct — 8x% + x4+ 2x
X - oo x?—4
_ gy X143+ x? 4 Tx-10 |
X >+ x2—4
3 3 2 3 3
b) lim ( x _£)= lim 20 —xQx2+ D g 2X° 200X _
xoro\202+1 2] xove 2Q2x%+ 1) X0 4x? + 2
= lim i:o
X = 400 4x2 + 2
o lim x5 w-2) g, 3P HSx-2 kA g, XESxAd
X - +00 2 X X - +00 2x X - +00 2x

d) lim (Vx?+x —Vx?2+1)= Ilim (\/x2+x—\/x2+1)(\/x2+x+\/x2+1):
X o +0o X o +0 VaZ + x+ Va2 + 1

2 a2 _
- lim x+xx1=h,m x—1 1

xoto xZ x4 Va2 41 x-to Va2 x+ Vel 1F1

1
2

o lim (e VATFR) = im0V v )
X — +00 X — +00 2X+\/x2+x

o AxP—xP-x Ax:-x
= lim == "2 "2 = im —22 % =+

X Fo o+ Va2 +x X ro 2+ Va2 + x

£) lim (Vx+1—-Vx+2)= lim (\/X+1_VX+2)(\/X+1+\/X+2)=

X = 4o X~ 4o Vx +1+Vx+2

— ALY g, — 1 -0

xotoxt 14V +2 xotoVxtl+vVat2
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3. Halla los siguientes limites cuando x — +co:

sfed) e o
ol 3] ol 2P of-2)"

X — +oo X

a) lim (1+5L)x= lim

b lim (5 + _)’x -5+ — 4oo

X - +oo

o lim (1+L)>=15=1

X - +oo

d) lim (1 + i)x = Ilim [(1 + L)X/Sr =5

X - +00

5.
e) lim (5+i)x=5+°°=+oo
X

X - +00

£) lim (1 - %)Sx = Ilim [(1 + i)_x]_5 =e>

X — +00 X — +00 —X

4. Calcula estos limites cuando x — +oo:

o e o,
ool oln) o+ 2"

X - +00

3x—2
a) lim (1 + l) =e3
X

_ 1 |4 ,
b) lim (1 — —) = [lim
2x

X — +oo X — +00

-2
=)
—2x

X - +oo

3 5x13/5
o lim (1 + SL) ¥ = lim [(1 + L) x] = e3/5
X

d)  lim (1+Zi) =15=1

X - +00
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-3/2
= 32

X - +00 X - 400 —2X

3 -2
e) lim (1 - L) . lim (1 + L) ~
2x

. sx/212
£) lim (1 + Si)jx = lim [(1 1 )>x 2] =e?
X

+
X & 400 X & 400 5x/2
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1. Sin operar, di el limite cuando x — —o de las siguientes expresiones:
) x2—V2x +1 b) x2 + 2% c) x2-2%
d) x2-27% e)2¥ -3 f) Va5-1 —5%
g) 2% — x? h) x2-Vxt-1 D Vx +2 — a2
j) 3—x _ =X

a) lim (xz—v2x+1)=+oo—(—oo)=+oo+oo=+oo

X — —00

b) lim (x%+ 2%) = +o0

X - —

o) lim (x?-2%) =+
X o —0

d) Iim (x2-27)=—0

X - —0

e) lim (2%—-3%)=_ow
X & —00

£) lim (Vx> =1 —5%) no existe

X —» —00

9 lim (2¥-x?)=-o

X — —00

h lim (x°—Vxt-1)=-w
X

- —00

D lim (Va+ 2 —x?) =-ow
X — —00

D lim (3F - 27%) = +oo

X — —00

2. Calcula el limite cuando x — —o de las siguientes expresiones:

3 3_ 3
a)?)x +5 40— y X X A)VxZ+x —Vx?+1
x+2 x—-2 2x2+1 2
JE— 32x
d)2x+VxZ+x e) VxZ+2x +x f)1+;
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1)5”+3 h) (xz + x—1)3x—1
x2+2

a) lim (5x3+5 4x3—x)= lim (—5x3+5_—4x3—x

X+ 2 X —2 X o400\ =X+ 2 - — 2

3t = 5+ 6x3 — 10 — 4ot + % + 8% —2x _

= [lim
X — +0o X2—4
_ gy XA a2 -Tx—10
X — +0o X2—4
3 23 _243 3
b) lim (x—_£)= lim ( X +§)= i 20+ 2x0 + x
x--o\2x2+ 1 2 X o ro\2x2+1 2 X 400 4x2 + 2

o lim (Va2 +x —Vx?+1)= lim (Vx? —x —Vx2+1)=

X - —00 X - +00

_ im (\/xz—x—\/x2+2)(\/x2—x+\/x2+1)= Iim -x-x-1 _

X o 400 VaZ—x+VxZ+1 x v V2 _x+ VxZ 41
= lim —x— 1 ] S

x oo \x2 — o+ V241 1+1 2
d lim (2x+Vx?+x)= lim (2x+Vx? - x)=

X > —00 X o +00

lim (—2x+\/x2—x)(—2x—\/x2—x)= Iim 4x? —x? +x

X =+ 2x—-Vx%—x x -t 2x—\x? - x

= lim ﬂ=_m

x =0 _2x Va2 - x
e lm (Vx? +2x +x)= lim (Vx? - 2x —x)=

X > —00 X > +00

_ im (\/xz—Zx—x)(\/xz—Zx+x)= Iim x? = 2x —x? _

X - +o0 Va2 = 2x + x X o ro N2 2+ x

= lim 2x =2 2,

x40 Vx2_2x+x 1+1 2

X —2X =X 6
f) lim (1 + i)z = lim (1 + i) : = Ilim [(1 + 1 ) /3] = ¢
X

X - —00 X - +00 —X X — +00 —.X'/5

Sx+3 —Sx+3 -
g Ilim (1 - l) T2 (1 + l) T e
X

X —» —00 X — +00 X
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2 _ 3x—1 2 _ _ —Bx -1
b lim (Lxl)x - lim (x_xl) T
x -0\ x2+2 x oo\ x2+2

lim
= e)(‘a +00

(7’(2 —x-1_ 1) (B 1)] lim (7*’“*3 (B 1))

X2+ 2 =¥l x?+2

I 3%+ 10x+3
=X te X2+ 2 =93
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x -1

1.Si lim f(x)=3y lim g(x)=2, dielvalor del limite cuando x tiende a 1 de
x -1

las siguientes funciones:

. S
a) f(x) + g(x) b) f(x) - g(x) ©) PTED)
d) f(x)8 e) Vg(x) ) 4f(x)-5g(x)

) lim1 (fo+g))=3+2=5
b) lz’ml (fx) - glw)=3-2=6

S 3

lim =2 =
© xlinl g 2

d) lim f(x)8W =32 =9
x -1

e) lim Vg(x) = V2

x -1

f) lz’ml (41 (x) — 5g(x)) =12 - 10 = 2
X -

2.Si lim f(x)=1y lim g(x)=m, entonces lim [f(x)+ g(x)]=1+m.

X - a X - a X - a

Enuncia las restantes propiedades de los limites de las operaciones con fun-
ciones empleando la notaciéon adecuada.

Si Ilim fx)=1vy lim g(x)=m, entonces:
X - d X - d

D lim [fQxo) + gl =1+m

X - a

2) lim [f(x)—g)]=1-m

X - ad
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3) lim [f(x) - gl =1-m

X - d
4) lim &=L (Si m#0).
xﬂag(x) m

5)Si fx) >0, lim [ f(x)goo] - m
X - d

6)Si n esimpar,osi n espary f(x)20 - [lim Vf(x) = Vi

X - a

7St a>0y fx)>0, lm [log, f(x)]=log, !
X - a

3.S8i lim p(x)=+w, lim q(x)=+0o, lim r(x)=3y lim s(x)=0, di, en los casos
x - 2 x - 2 X - 2 X - 2

que sea posible, el valor del lim de las siguientes funciones:
x - 2

(Recuerda que las expresiones (+)/(+®), (+0) — (+), (0) - (+), (DG,
(0)/(0) son indeterminaciones).

r(x) p(x)
a) 2p(x) + q(x) b) p(x)-3q(x)  © P d) >
s(x) p (x) . .
RPTES) D™ 8 s(x) - p(x) h) s (%)
3-r(x) r(x)| s
1 r(x) . s(x)
i) px) i) r(x) K) ™ D :
m) r(x)P n) (x)~4 ) ("(;))P(x) ) (r(sx) )—p(x)

a) mez [2p(0) + g(0)] = +00 + (+00) = +00
X -
b) lz'm2 [p(x) — 3g(x)] = +00 — (+00). Indeterminado.

C) lim M:i:
x -2 p(x) +00

& dim P9 i 121
X - 2 p(-x) X - 2
e) lim s _ 0 0
x-2q)  +oo
) lim P = *®  Indeterminado.

x-2qx)  +oo

2 lz’m2 [sCx) - p(0)] = 0 - (+00). Indeterminado.
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h) lim s(x)’® =09 Indeterminado.
X - 2

D lim p(x)™™ = +003 = +oo
X - 2

Do lim r(0)s® =30 =1

X - 2
K lim 3=r® _3-3 _ 0 jeterminado.
)qu ) © o ndeterminado

b lim (g) _10-

X - 2

m) lim r()P® = 3%° = oo
X - 2

n) im0 =3 =0
X - 2

()
A lim (%)px = 1*°, Indeterminado.

X - 2

_ (X
0) lzm2 (%) ¥ 2 1-=. Indeterminado.
X -

Pagina 235
4. Calcula los limites siguientes:
3 _ 22 3
a) tim = Zx"t2x %5 b) tim 2% >x+ 1
xo-1 x*—6x-7 x4 x5+ 2x%3x
D lim X3 =202+ 2x+5 _ ypy ot D2 -3x+5)
x - —1 x2_6x_7 x - -1 (x+1)(x—7)
= [lim A-3x+5 9 9
x--1  x=7 -8 8

b) lim x3-5x+1 _ 45 15

X -4 x3 4+ 2x% - 3x 84 28

5. Calcula los limites siguientes:
rrrer Ut
a lim : b) lim ————
)x—»—s Va3 + 3x2 )x_,1\/x2+x—2

VaZ +2x-3 3 _ 6 [(x—1)3 (x + 3)3 6 f(x—1D3(x+3)
eiae " N

a) lim A 1 3)

x - -3 \/.x3+3x2
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Vo — x _\/x(x— Dlx + 1) o x(x+ 1
D I s MmNt e 02 T M NG

lim_f(x) no existe

_)/xﬁ
™~ lim f(x) = +o

x - 1
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6. Calcula: lim

(x2—5x+2 x3+2x+1)

x>0\ x2+2x x3+x
im (x2—5x+2_x3+2x+1)= i (x2—5x+2_x3+2x+1
x-0\ x%+2x X3+ x x>0\ x(x+2) x(x? + 1)

2+ D@?-5x+2) - (x+ 203 +2x+ 1) _

= lim
x =0 x(x+ 2%+ 1)

- Iim x5+ 20 +x? —5Sx+2—xt —2xf —x—2x3 —dx—2 _
X0 x (e + 2% + 1)

o Tx3 X —10x 5. x(—Tx%+x—10) _
lim =L = 2 = o =
x-0x+2D2+1) x-0 x(x+2)2+1)

—Tx2 oy _
= lim Tx*+x-10 _ -10 -5
x-0 (x+2)x2+ 1D 2-1
2 4 x+1
7. Calcula: lim (ﬂ) x=7
x -7 x—3
x+1 (X =Tx+ 4 )‘x+1 - (x2—8x+7<x+1)
/ -1 lim (X —ox+/ X+
Iim (M)H =ex”f’7( x-3 =72 g\ -3 x-7
x -7 x-3
Iim =D x-D+1 lim (x—Dx+1D
=px-7 (x=3)(x-7) =eox-7 (x—3) = el2
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1. Encuentra cuatro intervalos distintos en cada uno de los cuales la ecuacion:
2x% - 14x2 + 14x—1 =0 tenga una raiz.
Consideramos la funcion f(x) = 2x% — 14x% + 14x — 1.
Tenemos que f(x) es continua en IR y que:

_4) = a
j:g_g _ 321<>00||% Hay una raiz en (=4, —3).
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FO)=-1<0

H i zen (0,1
ay una raiz en .
fh=1>0g v :

J(H=1>0 0 ) s
F(1,5) = —1,375 < OE ay una raiz en (1; 1,5).

;8’)51 =3 ;1’()375 < Oé Hay una raiz en (1,5; 2).

2. Comprueba que las funciones e*+e~—-1y e¥—e™ se cortan en algin punto.
Consideramos la funcion diferencia:
Fx)=e*+ter-1-(e"—-eM=e"+te¥-1-e"+te¥=2e"-1

F(x) es una funcion continua. Ademads:

j:g - 10>22 < OE Signo de F(0) # signo de F(1),

Por el teorema de Bolzano, existe ¢ O (0,1) tal que F(¢) = 0; es decir, existe
¢ 00, D tal que las dos funciones se cortan en ese punto.

3. Justifica cuales de las siguientes funciones tienen maximo y minimo absoluto
en el intervalo correspondiente:

a)x2-1 en [-1, 1] b) x2 en [-3, 4]
o) 1/(x—-1) en [2,5] d) 1/(x-1) en [0, 2]
e) 1/(1 + x?) en [-5, 10]

a) f(x) = x> -1 es continua en [-1, 1]. Por el teorema de Weierstrass, podemos ase-
gurar que tiene un maximo y un minimo absolutos en ese intervalo.

b) f(x) = x> es continua en [-3, 4]. Por tanto, también tiene un miximo y un minimo
absolutos en ese intervalo.

1
‘x_

o) f(x) =

es continua en [2, 5]. Por tanto, tiene un maximo y un minimo abso-
lutos en ese intervalo.

1
x_

D flx) = no es continua en [0, 2], pues es discontinua en x = 1. No podemos
asegurar que tenga maximo y minimo absolutos en ese intervalo. De hecho, no tie-

ne ni maximo ni minimo absolutos, puesto que:

lim f(x)=-c y [lim S0 =+
x - 17 x -1

e) f(x) = 1 5 s continua en [-5, 10]. Por tanto, tiene maximo y minimo absolu-
1+x

tos en ese intervalo.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 0
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Sabiendo que lim a,=+o,limb,=—-o y limc, =3, dien cuales de los si-

guientes casos hay indeterminacion.

En los casos en que no la haya, di cual es el limite cuando x — +oo:

a)a,+b, b)b,+c,
n an
e, D3,
e) (a,)’n B3-cl-a,
b, 3 \o,
&3 ¢ Wi

a) lim(a,+b,)=lima, +limb, = +o + (-x) =

=400 — (+c0) - Indeterminacion.

b) lz’m(bn + Cn) =limb, +limc, = -0 +3=—0
9) lim& - -t

Cﬂ 3

a +00
dlim -2~ == _ Indeterminacion.

bn —®
e limla)n=3=-1 =0

3+oo

)lim3-c)-a,=0-(+0) - Indeterminacion.

Q) lim% = Z2 - too (puede ser +®@ o —oo).

% ()

n

p 3 1bx Cw N
h) lim B =1 — Indeterminacion.

2 Calcula los limites cuando x - —o de las siguientes funciones:

_2x+5 _10x-5
) f(x) = ——— b) g(x) il
3 -
O b(a) = 3+ x4 D i = X123
2x+3 7 +5x3

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad

©



2x+5 _ lim —2x+5 _

a) lim -2
X -0 2—X X » 0 2+ X
by fm A9X=5 _g
X —» —0 Xz +1
2 2
O I X EX-4 g, X -—x-4 —X-d
X o —00 2x + 3 x » 400 —2X+ 3
3 _ 43 _
d) lim XNA2X=D gy, X -2x=3 1
X - —0 7+5.x3 X — +oo 7—Sx3 5
3 Calcula los siguientes limites:
. V3u2+6n . 5n*—7
a) lim W b) lim n+1
c) lim 1+Vn d) lim _3n
2n-3 Vnd + 2
_ 32+on . . V3n V3
s TR
5n? -7
b) lim i1 — e
_1+Vn
o) lim o3 0
d  lim _Sn . 0
Vid + 2
4  Calcula estos limites:
x2+1
a) lim (e*—x3) b) lim
X — +00 X — +00 e
2
o Ilim (Vx2+x —Vx+7) &) lim In(x”+1)
X — +00 X — +00 X

a) lim (&¥—x3 =+
X - +00

2
b) Ilim X +1=0

X o 40 e

o Iim (Vx?+x —Vx +7)=+c0
X o 400

2
& tm BO2ED

X — +00

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad



5 Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados obte-

nidos:
a) Ilim (0,5+1) b) lim 2x+1
X - —00 X - —00
X 1-3x
c) lim (1 —l) d) lim (1 + E)
X — —00 X X — —00 X
Q) lim 055+ 1) = lim (0,5 + 1) = +oo N
X - — X — too

b) lim 2X*1= Iim 2%x*1l=0

X - —0 X — +oo 4/

X —-X
o lim (1—i) - lim (1+l) —et= L T Ve
X - —00 X X — +00 X e |
1-3x 1+ 3x
d  lim (1+£) = Ilim (1—2) =
X - —0 X X - +00 X
_ 2 _ 2-06x\ e mmmmmmemaaa o0
lim |1 -2 -1+ 3x%) lim e
=ex4+oo( X ) =ex4+oo( )=€_6=L \ ‘
0 [
6 Halla:
a) lim (Vx2+2x —Vx%2—=4) b) lim (Vx%+1 +x)
X - —00 X - —00

a) lim (Vx?+2x —Vx?—-4)=

X - —00
- im (Va2 + 26 = Vx2—4) (Va2 + 2x + Vx2 — 4) _
X o -0 Va2 + 2x +Vx2 -4
3 (% +2x) — (x2 - 4) 3 2x + 4
= [lim = [lim =

xo-o Vx2+2x+ Va2 -4 x--w Va2 +2x+Vx2—4

- lim —2x+4 _ 2 _2_ 4

xoteo VxZ_2x+Vx2—4 L1+1 2

b fm (Vx?+1 +x)= hm (Vx?+1 —x)=
X X — +00

- —00

x?+ 1 —x?

(Va2 +1-x)(Va2 + 1 + x) _

= lim lim ———"— =
X - 400 Va2 + 1+ x x -0 V2 + 1+ x
_ 1
= Jim ——— =0

x v V2 + 1+

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 0



Sabiendo que:

lim p(x) =+ lim q(x)=—o
x - 2 X - 2

lim r(x)=3 lim s(x)=0
x - 2 x - 2

di, en los casos que sea posible, el valor de los siguientes limites:

_ o os(x) ; .
a) xhinzp ) b) xhznz [s(x) - g(x)]
o) lim [s(x)]P™ d lim [p(x)-2q(x)]
x - 2 X - 2

a) lim s _ 0 _ 0
x -2 p) +00

b) lim [s(x) - q(x)] =0 (-0) - Indeterminado.
X - 2

o lim [sQ0P@ = 0*® =0
X - 2

d) lim [p(x) — 2q(x)] = +00 — 2 (—00) = +00 + (+00) = +00
2

X -

Calcula:
2
a) lim (x +3 —l) b tim |—2 1
x-0\ x3 x x-1[(x=-1)2 x(x-1)
, 2+3 1 _ox?+3 - .3 3
a) lim (x ——)= lim =——— = = =2
x -0 x3 X x -0 X3 x -0 x (0]

Hallamos los limites laterales:

lim — =—o0; [lim 3 - +00,

)

x - 07X x - 0% X3

2 B 1 - lim 2x—(x-1D _ ;.. 2x-x+1_
x-o1|lx=1D* x(x-1) x -1 x(x—1)>2 x -1 x(x—1)72

_ x+1

2
x-1x(x-12% 0

Hallamos los limites laterales:

m —XF L e m XYL e
x -1 x(x —1)>? x - 17 x(x — 1)?

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad



9 Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +o:

S5x%—2x+1 x +log x
a) f(x)=——— b xX)= —=—
)S(x) (2x —1)? ) g(x) log x
_ .
O b= 32V @ i) = 22
V2x +1 2¥+1
2 _ 2 _
a)  lim Sxf-2x+l . SxT-2x4 1S5
x - 40 (2x —1)? X - 400 4x% — 4x + 1 4
x + log x
b)) lim —————= Iim +1]=+40 +1 = 400
x -+ logx x - +oo0 \ log X
o lim 3ravx lim 2V =i,=2_\/2=\/§

Xt \opr1  x-te V2 Vx o V2 2

. X
& m S 3

X o 400 2% + 1
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10 Calcula los siguientes limites:

2
a) lim (x;Sx_S_x) b) lim (x?—Vx*+2x)
x40\ X+1 2 X - +00
. x 32 ) _ (3x+4)x‘1
1,2% — — _
C) xlim+oo( ’ x+1 d) xli"jll—oo 2x +5

) lim (962—_590_5_96): iim (2962—10X—3x(x+1))=

X > 40\ X+ 1 2 X - +00 20+ 1)
2 _ _ 2 _ A2 _
-y 2X2-10x-3x-3x . —xf-13x
X — +0o 2x + 2 X — +o0o 2x + 2

b) Iim (x?—Vx*+2x) = lim (w2 - Vit + 200) (a2 # Vot + 20)
X — +00 X — +00 .X‘2+'\/.X4+2x

4 _ 4 4 _ ah —2x
- o X =Wt29 o, X oxP o2 o TEX

x40 x2 4 xt 2 xo o x2 4Vt + 2 x - 4o X2+ V't + 2

2
o lim (1,2"— SL) = +00
X - +00 x+1

-1 +00
d) lim (33(: A 4)X = (i) = +00

x5 400 \2X + 5

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad @



11

Calcula:

a) lim 3 ——4% | b) um (w)
x-2|x2=5x+6 x-2 x -2 x—-2

o lim (M) d) lim 2x+1-VéxZ+1)
x>0 x2 X o +00
) 3 4 ) 3 4

Q) - - _ -

R ety UL Fpoyrpes) m-zJ

3-4x-3) _ 40 3-4x+12 _ . Ax+15 7

R s s SN ooy S erau ) Ty S

Hallamos los limites laterales:

P —4x + 15 _ —4x + 15

Im ——X*t 1D =t
P T NI A g T
by i 1-V3-x . (1 -vV3-x)0+V3-x)
m — = m — =
x-2 X=2 x-2 (x=-2(1+V3-x)
_ 1-3-x - lim 1-3+x

vo2 (-1 +V3—-x) x-2x-2(1+V3—x) )

X —2 Ii 1

lim = zm—=l
x-2(x-20+V3-x) x-21+V3-x 2

o fim Y9-8 g, Wxr9-3)0x+9+3) w199
x -0 X x -0 x2(Vx+ 9+ 3) x-0x2(Jx + 9 +3)

p X p 1
hm —_— = hm [
X0 x2(Vx+9+3)  x-0x(Wx+9+3)

- 1
0

Hallamos los limites laterales:

lim 7;=—00, lfm ; = 400
-0 x(Vx+9+3) x- 0" x(Va + 9 +3)

o _ 2 2
O i (2xr 1 NEETT) = g IV Do 1 Vit e D)
X — too X — too (2x+1+'\/4‘x2+1)

i Qx+DP-CG? + D e At dx+ ]l -4t + 1
xoto 2+ 1+ Vax2+ 1)  w-ve 20+ 1+ VaxZ + 1)

. hov 42 4 4
= lim = =—=1
xovo (2x+1+V4x2+1) 2+2 4

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 6



12 Averigua si estas funciones son continuas en x = 2:

O3x—2 si x<2 Ox2-1 si x<2
b
D).f(x) = D6 x six=2 )S() = DZ +1 si x>2

a) lim fx)= lim Bx-2)=4
X - 27 X - 27

f(x) es continua en x = 2,

lim +f(x) = xlz;mT 6—-2x) =4 puesto que  lim f(x) = f(2).
X - 2

X - 2

J2)=6-2-4

b) lim fx) = lim (x*-1) =3
X - 2 X - 27 f(x) no es continua en x = 2,

puesto que no existe  lim [(x).
X - 2

lim f(x) = lz’m+(2x +1D=5

x - 2" X - 2

13 Estudia la continuidad de estas funciones:

Dl/x si x<1
2x 1 six=>1

) f(x) = 0° st a<1l by f(a) =

Oin x si x=>1

a) e En x# 1 - f(x) escontinua; puesto que e* y [nx son continuas para
x<1 vy x=1, respectivamente.

eEn x=1: Iim fx)= lim e¥=e% lim f(x)= lim (Inx) =0
x - 17 x -1

x - 17 x -1

No es continua en x =1, pues no existe lim f(x).

b) El dominio de la funcién es D =R —{0}.
eSi x#0 y x#1 - La funcién es continua.

e En x = 0: Es discontinua, puesto que f(x) no esta definida para x = 0. Ade-
mas, [lim f(x)=-o0 y [lim f(x)=+oc. Hay una asintota vertical en x = 0.
x - 0*

x - 0
eEn x=1: lim f(x) = l’m l=1 E
x - 1~ 17X 0
, E S es continua en x = 1,
xlimff(x) = xlljnl Qx-1) = 1E pues xh,inlf(x) - AD.
fMH=2-1-1=2-1=1 %

PARA RESOLVER

14 a) Calcula el limite de la funcion f(x) cuando x - 0, x - 2, x - 3,
X - +00, X — —00:

___x-3
S(x) Posxtt

b) Representa graficamente los resultados.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad Q



_ x=3 _ x=3
S = e T =D

_ - 3 -1

/ =_< = __
xlznoj(X) 6 2

_ _ 1 1

/ = lim — =
xli%Zf(X) xliﬂz x =2 0)

Hallamos los limites laterales:  [lim f(x) = —o0; [im f(x) = +oo
X - 27 x - 2"

_ _ 1
lim f(x)= lim —— =1
xﬂif x43x—2

lim f(x)=0; lim f(x)=0

X - +00 X - —

b) :

x2-9

2

en los puntos en los que no
x“—3x

15 a) Calcula el limite de la funcion y =
S esta definida.

b) Halla su limite cuando x — +» ycuando x - —» y representa la funcion
con la informacion que obtengas.

c) ¢Cuales son los puntos de discontinuidad de esta funcién?
a) El dominio de la funcién es: D =R —{0, 3}, pues el denominador se anula en:

x(x—3)=0/x=0

2— = —
x*—=3x=0 — =3

x*=9 _ (x+3)(x-3)
x2% - 3x x(x—3)

y:

x+3_ 3

lii .
xl_?"rlo X )

Hallamos los limites laterales:  [lim x*+3 —oo;  [lim x*3 +00
x-0- X x -0 X
, +
Iim * 5.6 2
x -3 X 3

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad Q



16

17

b) Ilim X+3=1; lim X+3 g

X - 0 X X - —00 X

©) La funcion es discontinua en x =0 (tiene una asintota vertical) y en x =3 (no
estd definida; tiene una discontinuidad evitable).

Determina el valor de a para que se verifique lim (Vx?+ax+1 —x)=2.
X - +00

(Wx2+ax+1-x) (Va2 +ax+1+x) _

lim (Vx*+ax+1 —x)= lim —
X - +oo X — +oo \/X2+61X+1+X
. o xX?tax+1—x? _ ax + 1 a a
= lim —= = [im ———— = ===2 - a=4
xotoVxltax+1+x x-+oVxl+agx+1+x 1F1 2

2 12

x=3 x?-9

Halla los puntos de discontinuidad de la funcién y =
en alguno de ellos la discontinuidad es evitable.

y di si

po2 12 _2x+3)-12 2046-12 _ 20-6
xX=3 x2_9 &-3Dx+3) W-3Dx+3) (x-3)(x+3)
_ 20x-3)

(x = 3)(x + 3)

La funcion es discontinua en x =3 yen x =-3; pues no esta definida para esos
valores.

e En x=-3: lim M = —00; lim 2 . +00

x o3 (x=3)(x + 3) S oxolat (x+3)

Hay una asintota vertical en x = -3, la discontinuidad no es evitable.

eEn x=3: [im M— lim 2 =£=l

xo3@—3x+3) x.3@x+3) 6 3

Luego, en x = 3, la discontinuidad es evitable.

Calcula el valor que debe tener k para que las siguientes funciones sean
continuas:

Ox+1 si x<2 Ox+k six<o0
- s b - s
DS =0 v sixsz P00 Gxso

a) e Si x# 2, lafuncion es continua.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad @



e En x=2:

lim fo)= lim (x+1)=3 O
X - 27 X - 27 %

lim fo)= lim (k—x)=k-2 E Para que sea continua, ha de ser:
x - 2% x - 2% E k-2=3 o k=5
f@=2+1=3 H

b) e Si x# 0, la funcién es continua.
°eEn x=0:

lim fo= Iim (x+k =%k U
x - 0 x - 07 %

lim f(x)= Ilim (x*-1)=-1 % Para que sea continua, ha de ser: &= -1
x - 0" x - 0* 0

a

JO=0+k=k E

19 Calcula el valor de k para que cada una de las siguientes funciones sea con-
§ tinua:

Xl Vxs1
a)f(x)=Ex—1 st x#1 b)f(x)=E;T si x#1

k si x=1 k six=1

a) eSi x# 1, lafuncion es continua.

eSi x=1:

, _ 41 B+ xtrx+Dx—1D
lim f(x) = Ilim X = [lim =
xalf x-1 x-—1 x o1 x-D

im 3 +x2+x+1)=4
x -1

S =rFk
Para que sea continua, ha de ser k= 4.
b) e Si x # 1, la funcion es continua.

eSi x=1:

lim —\/;_1 = lim (\/;_1)(\1;+1> = lim —(x—l_) =
x-1 x—=1 x-1 (x—-DWx+1) x-1 (- D+ 1)

1
s

S =k

. 1
Para que sea continua, ha de ser k= >

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad é



20 Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones para los dis-
g tintos valores del parametro a:

Ux2 + ax si x<2 Ueax si x<0
= s b =
)./ (x) %a— x% sioa>2 )/ () Ex +2a si x>0

a) * En x # 2, la funcién es continua.

°eEn x=2:
lim fQo) = lm (x*+ax) =4+ 2a
X - 27 X - 27 0
lim +f(x)= lz’m+(a—x2) =a-4 %Para que sea continua, ha de ser:
Xl X2 E4+2a=a—4 - a=-8
F2) =4+ 2a H

Por tanto, la funcién es continua si @ = -8, y es discontinua (en x=2) si a # -8.

b) e En x # 0, la funcién es continua.

e En x=0:
lim fo)= lim e™=1
x - 0 x - 0

lim f(x) = lz’m+(x + 2a) = 2a

Para que sea continua, ha de ser:
x - 0* x -0

1=2a - a=l
2

R

[ =1

Por tanto, la funcién es continua si a = %, y es discontinua (en x=0) si a# %

Pagina 247
21 Estudia la continuidad de esta funcion:

[k +20si x<-1
J(x) = Ox?2 si-1<x<1
2x+1 si x>1

eSi x#-1y x#1 - lafuncion es continua.

eSi x=-1:
lim f)= Iim |x+2|= 1%
x - —1- X - —1-
]
lim fx)= lhm x*=1 [ La funcion es continua en x = —1.
x - 1% X - 1% U
U
U
fD =1 u

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad @
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23

eSi x=1 - No es continua, pues no estd definida en x = 1; no existe f(1).
Ademas:
lim f(x)= lim x*>=1
x - 17 x - 17
La discontinuidad es de salto (finito).
lim fo= Ilim Qx+1) =3

x - 1* x - 1"

Un comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de pro-
ducto cobra la cantidad de 5 €. No obstante, si se le encargan mas de 10 uni-
dades, disminuye el precio por unidad, y por cada x unidades cobra:

U5x si 0<x<10
Cx)=0——5——
OvVax?+500 si x> 10

a) Halla a de forma que el precio varie de forma continua al variar el nu-
mero de unidades que se compran.

b) ¢A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisi-
mas” unidades?

U El precio de una unidad es C(x)/x.

a) lim Cx)= Ilim 7(5x) =50

x - 10~ x - 10

lim C(0) = Iim Yax*+ 500 = V100a + 500
x - 10* x - 10*

C(10) = 50

Para que sea continua, ha de ser:

V100a + 500 =50 - 100a + 500 = 2500 - 100z =2000 - a =20

CQO _ ypy Yax? 500

2. = o
b lim jim Y202+ 500 55 L4 47 e
X —» +00 X X - +00 X X — +00 X
si x<0

Dada la funcion f(x) = Eex
Ol—-x six>0"

a) Estudia su continuidad.

b) Halla lim f(x) y lim f(x).

X — +0o X - —00

a) ®Si x#0, lafuncion es continua.

eEn x=0:
lim fx) = lim e*=1
x - 0~ x - 0~

lim f(x)= lim (1-x) =1 También es continua en x = 0.
x - 0F x - 0"
fO=1-0=1 ﬁ

Por tanto, f(x) es continua.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad Q



b lim [ = lim (1-x)=-oo

X — +00 X — +o0o
lim f(x)= Ilim e¥=e = L _p
X > — X - —© et®

En el laboratorio de Biologia de la universidad, han determinado que el ta-
mafio T de los ejemplares de una cierta bacteria (medido en micras) varia
con el tiempo ¢, siguiendo la ley:

Vt+a si t< 8 horas

-3 +V3t—15
t— 8

@ =
si > 8 horas

El parametro a es una variable biologica cuya interpretacion trae de cabeza
a los cientificos, pero piensan que puede haber un valor para el cual el cre-
cimiento se mantenga continuo en ¢ = 8.

a) Decide la cuestion.

b) Investiga cual llegara a ser el tamafio de una bacteria si se la cultiva inde-
finidamente.

Q) lim T(t)= lim Vt+a =V8+a
[ to 8

3+ V3r-15 _ ;. V3r-15-3 _

im T(t) = i
tim T tiné* -8 t- 8" -8

t - 8"
- (V3t-15-3)(V3t-15+3) _ i 3=15-9
[ -8 (t-8W3t-15+3) t -8 (1-8)(V3r—15+ 3)

lim 5t — 24 = Ilim 3-8 =

-8 (t—-8)(3t—15+3) -8 (1-8)(V3r-15+ 3)

fim -3 _ 1

-8 V3-15+3 6 2

Para que 7(¢) pueda ser continua, tendria que cumplirse que:

1 -31

e 1
V8+a == - 8+a=— - a=—"=
2 477 4

_ 31
Pero, si a = %, quedaria T(t) = '\/t_ 7 sl 1<8

Esto daria lugar a que 7() no existiera para < % = 7,75 horas.

Por tanto, 7o hay ningtn valor de a para el que el crecimiento se mantenga
continuo.

b) lim T@) = lim M = \/— = V3 = 1,73 micras.
! & 400 I & +oo tr—8 1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad @
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Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x - +o vy cuando

x — —oo, definiéndolas previamente por intervalos:

a) f(x) = Ox— 30— OxO b) f(x) = Rx—10+ x o) f(x) =

aA)eSi x<0: |x-3] - |x]=-x-3)-(0)=-x+3+x=3
°Si 0<x<3 |x-3|-|x|=-(x-3)-x=-2x+3

°Si x>3 |x-3]| - [x|=(-3)-x=-3

3 si x<0
Luego: f(x)=[-2x+3 si 0<x<3
-3 si x>3

lim f(x)=-3;, lim f(x) =3

X — +oo X - —
beSi 2x-150 - xs<o
[2x—1] +x=-Qx-D+x=-2x+1+x=-x+1

eSi 2x-1>0 - x>%

[2x—1] +x=Qx-D+x=3x-1

-x+1 si x< %
Luego: f(x) = 1
3x—1 si x> 5

lim f(x)= lim Bx-1) = +oo

X — +0o X — +00

Iim f)= Ilim (—x+1D= Ilim (x+1)=+00
X —» —0 X — —00 X — +00

x+1 _x+1
E I

c)®Si x<O0:

x+1_x+1

eSi x>0:
| x| x
xrl si x<0
Luego: f(x) = _jc
X si x>0
lim feo = tim XL
X — +00 X > +o X
lim f(x)= lim XLy XL
X — —00 X - —00 —X X — +00 X
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26 Se define la funcion f del modo siguiente:

_Omx-1 six>1
S %2x2+ax+b si x<1

Encuentra los valores de a y b para que la funcion sea continua y su grafi-
ca pase por el origen de coordenadas.

e Para que la grafica de f(x) pase por el origen de coordenadas, ha de ser f(0) =0,
es decir: f(0)=b=0

e Para que la funcion sea continua (para x # 1, es una funcion continua), tenemos

que:
lim f(x)= lim Qx*>+ax)=2+a [
x - 1- x - 1" [l
8
lim fo) = Ilim (Inx-1 =-1 0 Han de ser iguales, es decir:
x -1t x -1 %2‘*'%:—1 - a=-3
fH=2+a %

Por tanto, si @ =-3 y b =0, lafuncion es continua; y su grifica pasa por el ori-
gen de coordenadas.

27 Calcula: lim

x -0

[ A+rx—i-x
3x

\/1+x—\/1—x= (\/1+x—\/1—x)(\/1+x+\/1—x) _

lim lim
X =0 3x X 0 ax(V1+x+Vl-x)
- lim A+x-0A-x _ I 1+x-1+x

x-03x(V1+x+Vi-x) x-03xH1+x+Vl-x) )

_ 2x 2 2
= Iim =

lim =
x-03x(WV1+x+Vli-x) x-03Vi+x+Vli-n) 32

X
3

28 Dada f(x) =%, justificaque tim f(x)=1y lim f(x)=-1.

X — +00 X — —00

si x<0

_Ha+
S = N

X +

si x>0

lim f(o) = lim —~— =1

X - 400 x o 40X + 1
lim f(x)= lim =X _ -
X - —00 X o -00 X+1
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Estudia la continuidad en x = 0 de la funcién: y = 2x + DXTD

¢Qué tipo de discontinuidad tiene?

En x =0, la funcién no esta definida, luego es discontinua. Como:

_2x-1 si x<0

entonces:
Rx+1 si x>0’

lim (2x-1) = -1; ll’mo+ Qx+1D =1
X -

x - 07

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.

CUESTIONES TEORICAS

30
S

Sea la funcion f(x) = x2 + 1.

¢Podemos asegurar que dicha funciéon toma todos los valores del intervalo
[1, 5]? En caso afirmativo, enuncia el teorema que lo justifica.

f(x) es continuaen [0, 2]y f(0) =1, f(2)=5

Por tanto, por el teorema de los valores intermedios, la funcién toma, en el interva-
lo [0, 2], todos los valores del intervalo [1, 5].

31 Da una interpretacion geométrica del teorema de Bolzano y utilizalo para
S demostrar que las graficas de f(x) = x3+x? y g(x) =3+ cos x se cortan en
algun punto.

e Interpretacion geométrica: Si una funcion f(x) es continua en un intervalo ce-
rrado, y en sus extremos toma valores de distinto signo, entonces, con seguridad,
corta al eje X en ese intervalo.

e Para las dos funciones dadas, f(x) =x3 +x? y g(x) =3 + cos x, consideramos
la funcion diferencia: f(x) — g(x) = x3 + x> = 3 — cos x
Como f(x) y g(x) son continuas, también lo es f(x) — g(x).

O-g®=-4 - [f(O-g0)<0
Ademas: Df( 8 .
2 -g2 =942 - f(2)-g2)>0
Por tanto, existe un nimero ¢ U (0, 2) tal que f(c) —g(c) =0 (aplicando el teo-
rema de Bolzano), es decir, f(c) = g(o).
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352 Sea la funcién f(x) = =~ _24 .

El segundo miembro de la igualdad carece de sentido cuando x =2. ;Como
elegir el valor de f(2) para que la funcion f sea continua en ese punto?
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p p 2_4 . (x=2x+2) p
lim f(x) = Ilim X = Jim ——=—"_ = = im (x+2) =4
x—.Zf X-2 X—=2  x52 (x-2) X2

Para que [ sea continua en x = 2, debemos elegir f(2) = 4.

33 De una funcion g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que
para 0<x<1 es:

_xt+x
g(x) .

¢Cuanto vale g(0)?

2
lim g(x) = lim XTHEX o Iim xx+ D) _ Iim (x+1)=1.
X—>O+ X—>0+ X X—>O+ X .X'—v0+
Por tanto, g(0) = 1.
3S4 Dada la funcién:
xT_/* si 0< s%
S(x) = :
e*?  si 5< <1

observamos que f esta definida en [0, 1] y que verifica f(0)=-1<0 y f(1) =
= e >0, pero no existe ningin ¢ (0, 1) tal que Sf(©) = 0. ¢Contradice el
teorema de Bolzano? Razona la respuesta.

lim [ = Iim 2= 47
X - 1/27 xo1/2- 4 8

lim f(x)= lim e = 1/4
x - 1/2* x - 1/2%

f(x) mo es continua en x =

o=

Por tanto, / no es continua en el intervalo [0, 1]; luego no cumple las hipotesis del
teorema de Bolzano en dicho intervalo.

35 Sesabe que f(x) es continua en [a, b] y que f(a)=3 y f(b) =5. ;Es posi-
ble asegurar que para algin ¢ del intervalo [a, b] cumple que f(c) =7? Ra-
zona la respuesta y pon ejemplos.

No lo podemos asegurar. Por ejemplo:

S(x) =x+ 3 cumple que f(0) =3 y f(2)=5. Sin embargo, no existe ¢ [0, 2]
tal que f(c)=7, yaque: flo)=c+3=7 - c¢c=4 - c0O[0,2]
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Halla razonadamente dos funciones que no sean continuas en un punto x,
de su dominio y tales que la funcion suma sea continua en dicho punto.
Por ejemplo:

0 i
S = ot ! o X¥#2 16 es continua en x=2;
02 si x =2

D _ .
gx) = sz Lost x#2 no es continua en x = 2;

4 si x=2

pero la funcion suma, f(x) + g(x) = 3x, sies continua en x = 2.

¢Tiene alguna raiz real la siguiente ecuacion?: sen x +2x+1=0

Si la respuesta es afirmativa, determina un intervalo de amplitud menor que
2 en el que se encuentre la raiz.

Consideramos la funcion f(x) = sen x + 2x + 1.

Tenemos que: f(x) es continua en [-1, 0].

JEED=184<0

H0) =150 E signo de f(1) # signo de f(0)

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ O (-1, 0) tal que
f(o) = 0; es decir, la ecuacion sen x +2x +1 =0 tiene al menos una raiz en el in-
tervalo (=1, 0).

Demuestra que la ecuacion x5 + x + 1 =0 tiene, al menos, una solucion real.

Consideramos la funcion f(x) = x° + x + 1.

Tenemos que: f(x) es continua en [-1, 0].

.;EB)D==1_>1 g 0@ signo de f(=1) # signo de f(0)

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ O (-1, 0) tal que
f(o) = 0; es decir, la ecuaciéon x° + x + 1 =0 tiene al menos una raiz en el inter-
valo (-1, 0).

Una ecuacion polinémica de grado 3 es seguro que tiene alguna raiz real.
Demuestra que es asi, y di si ocurre lo mismo con las de grado 4.

e Si f(x) es un polinomio de grado 3, tenemos que:

—Si  lim f(x) =+, entonces lim [f(x)=—00; ysi

X — +oo X — —00

— lim f(x) = -0, entonces [lim [f(x) = +oo.
X — +0o X — —00
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Por tanto, podemos encontrar k tal que: signo de f(—k) # signo de [f(k).

Ademas, f(x) es continua. Por el teorema de Bolzano, sabemos que f(x) tiene
al menos una raiz en el intervalo (=&, k).

e Si f(x) es un polinomio de grado 4 no ocurre lo mismo. Por ejemplo, x%+ 1 =0
no tiene ninguna raiz real; puesto que x*+ 1 >0 para cualquier valor de x.

40 Si el término independiente de un polinomio en x es igual a —5 y el valor
S que toma el polinomio para x =3 es 7, razona que hay algiin punto en el in-
tervalo (0, 3) en el que el polinomio toma el valor —2.

Si f(x) es un polinomio, entonces es una funciéon continua. El término indepen-
diente es igual a —5; es decir, f(0) =-5; y, ademads, f(3) =7. Por tanto, aplicando
el teorema de los valores intermedios, como -5 < -2 <7, podemos asegurar que
existe ¢ O (0, 3) tal que f(c) =-2.

41 1La funcion y = g x toma valores de distinto signo en los extremos del in-

31T

tervalo —] v, sin embargo, no se anula en él. ;Contradice esto el teore-

I
4’ 4

ma de Bolzano?

3T

47 4 [

. . T . .
La funcién y = fgx no es continua en x = 5> que estd en el intervalo

Por tanto, no podemos aplicar el teorema de Bolzano para dicho intervalo.

42 Considera la funcion f(x) = Dx‘iD Determina su dominio. Dibuja su grafica
y razona si se puede asignar un valor a f(0) para que la funcion sea conti-
nua en todo R.

b1 osix<o0 L
S = El G x>0 Dominio = R — {0}

Como [lim f(x)=-1%# Ilim f(x)=1, no podemos asignar ningin valor a f(0)
x - 0" X - 0+

para que la funcién sea continua en todo R (pues en x =0 no lo es).

Grafica:

-1
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Si existe el limite de una funcion f(x) cuando x - a, ysi f(x) es positivo
cuando x < a, ;podemos asegurar que tal limite es positivo? ;Y que no es ne-
gativo? Justifica razonadamente las respuestas.

Si f(x) >0 cuando x <a, entonces, si existe [im f(x), ha deser [lim f(x)=0.
X —d X - a

Por tanto, podemos asegurar que el limite no es negativo (podria ser positivo o cero).

a) Comprueba que lim [In(x+1)—Imn(x)]=0.

X - +00

b) Calcula lim x[ln(x+ 1) —In(x)].
X - +00

) Ilim Inx+D-m]= Ilim ln(erl) =nl1=0

X — +0o X — 400 X

X

b lim xlmx+ D —Inl= lim xzn(’“l) = lim m(x”)]=

X — 400 X — 400 X X — 400 X

X
= [lim ln(1+l) =ne=1
X — +0o X

De dos funciones f(x) y g(x) se sabe que son continuas en el intervalo
[a, b], que f(a)>g(a) yque f(b)<g(b).

¢{Puede demostrarse que existe algin punto ¢ de dicho intervalo en el que
se corten las graficas de las dos funciones?

Consideramos la funciéon f(x) — g(x).

e Si f(x) y g(x) son continuas en [a, b], entonces [(x) — g(x) es continua en
[a, b.

e Si f(a) > g(a), entonces [f(a)—g(a) > 0.
e Si f(b) <g(b), entonces [f(b)—g(b) <O.
Es decir, signo [f(a) — g(aw)] # signo [f(b) — g(b)].

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ O (a, b) tal que

flo)—g(o) =0, es decir, tal que f(c) = g(o). (Las graficas de f(x) y g(x) se cor-

tan en x = C).

Si f(x) es continuaen [1,9], f(1)=-5 y f(9) >0, ;podemos asegurar que
g(x) = f(x) + 3 tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9]?

¢ Si f(x) es continua en [1, 9], entonces g(x) = f(x) + 3 también serd continua en
[1, 9] (pues es suma de dos funciones continuas).

e Si f(1) =-5, entonces g(1) =f(1)+3=-5+3=-2<0.

e Si f(9) >0, entonces g(9 =/f(9) +3>0.
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Es decir, signo de g(1) # signo de g(9).

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ O(1, 9) tal que
g(0) =0, es decir, la funcion g(x) tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9].

Escribe una definicién para cada una de estas expresiones y haz una repre-
sentacion de f:

a) lim f(x)=3 b) lim f(x)=-c
o) lim f(x)=+w d) lim f(x)=—0
x > 2 x - 2

a) Dado €>0, existe b tal que, si x <-h, entonces |f(x)—3]| <E.
b) Dado k, podemos encontrar b tal que, si x> h, entonces [f(x) < —k.
¢) Dado k, podemos encontrar & tal que, si 2 -8 <x <2 entonces f(x)> k.

d) Dado k, podemos encontrar & tal que, si 2 <x <2+ 0, entonces [(x) < —k.
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Si una funcién no esta definida en x =3, ;puede ocurrir que lim f(x)=5?
x -3

¢Puede ser continua la funcion en x = 3?

Si, puede ser que lim f(x) =5, por ejemplo:
x -3

oy (e=3)x+2)
S = -3

es tal que [lim G-Dxt2) 5; y f(x) no esta definida
x - 3 x—3
en x=3.

Sin embargo, f(x) no puede ser continua en x =3 (pues no existe f(3)).

De una funciéon continua, f, sabemos que f(x)<0 si x<2 y f(x)>0 si
x > 2. ;Podemos saber el valor de lim f(x)?
x - 2

lim f(x) =0

X - 2
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50 Expresa simbolicamente cada una de estas frases y haz una representacion
grafica de cada caso:

a) Podemos conseguir que f(x) sea mayor que cualquier nimero K, por
grande que sea, dando a x valores tan grandes como sea necesario.

b) Si pretendemos que los valores de g(x) estén tan préoximos a 1 como
queramos, tendremos que dar a x valores suficientemente grandes.

lim =+
VI e /
b) lim glx) =1 ~
X — +0o I

PARA PROFUNDIZAR

51 Estudia el comportamiento de cada una de estas funciones cuando x tiende

a +oo:
a) f(x) = x3—sen x b) g(x) = 25X
xZ+1
c);,(@:M d)j(@:M
x x

a) Como —1<senx<1, entonces: [lim (x3—senx)= Ilim x3=+ow
X — 400 X — 400

b) Como -1 < cosx <1, entonces: lim <%5X = I, 1 .
X o400 X2+ 1 X o400 X2+ 1

o) lim M =1

X - 400 X

d)Como -1 <senx<1, entonces: [lim Sxrsenx _ lim X 3

X — 40 X X - +oo X

52 Calcula: lim (x)VA-®

x -1
Como es del tipo 1%, podemos aplicar la regla:

_ 1 _

lim |(x - 1) - —— lim (1) 1
lim xl/(lfx)=exa1 1-x =ex-1 =el=—2
x -1 e
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53 En una circunferencia de radio 1, tomamos un angulo
AOP de x radiantes. Observa que:

PQ=senx,TA=1gx y arco PA=x
Como:

PQ< PA<TA - - senx<x<Igx.

A partir de esa desigualdad, prueba que:

. senXx
lim —— =1
x -0 X

Tenemos que sen x < x < tg x. Dividiendo entre sen x, queda:

X 1 sen x
< S 1> === >cosx
senx  Ccosx X

1<

Tomando limites cuando x — 0, queda:

1= lim MZI; es decir:  lim 31X 1,
x -0 X x -0 X
54 Sabiendo que lim Sen X _ 1 calcula:
x -0 X
g x —
a) lim KX b) lim 1-cosx
x -0 X x>0 x2
1g9x
2 lim 8X _ ypy Senx/cosx _ . (senx, 1 )=
x>0 X X =0 x x -0\ X cos x
=1- lim =1-1=1
X - 0 COS X
P P e 2
by lim L=€oSX _ n (A —cosx)d +cosx) _ ;- 1—cos=x _
x>0 X2 x -0 x2(1 + cos x) x -0 x2(1 + cos x)
L sen? x L [senx): . 1 B 1 1
= lIim ———= = [im |/—/—= im ———=1- ===
x-0x2(1+cosx) x-0\ X x-01l+cosx 2 2

PARA PENSAR UN POCO MAS

55 a) Supongamos que f es continua en [0, 1]y que 0 < f(x) <1 para todo x
de [0, 1]. Prueba que existe un nimero c¢ de (0, 1) tal que f(c) = c.

Haz una grafica para que el resultado sea evidente.

U Aplica el teorema de Bolzano a la funcion g (x) =f(x) —x.

b)Imagina una barra de plastilina de 1 dm de longitud. Se sitiia sobre un
segmento de longitud 1 dm. A continuacion, deformamos la barrita esti-
randola en algunos lugares y encogiéndola en otros.
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Por (iltimo, volvemos a sitiar 573555553 3 3
I —

la barra deformada dentro del Tam
segmento, aunque podemos
plegarla una o mas veces.

DR e e e W)
Pues bien, podemos asegurar
que algiin punto de la barra @
estd exactamente en el mismo it

lugar en el que estaba. ¥

— Llamando x a un punto cualquiera de la barra inicial, construye la
grafica de la funcion:

x - f(x) = posicion de x después de la transformacion
— Relaciona f(x) con la del apartado a).

— Demuestra la afirmacion @.

a) Consideramos la funcién g(x) = f(x) —x. Tenemos que:

e g(x) es continua en [0, 1], pues es la diferencia de dos funciones continuas
en [0, 1].

e g(0) = f(0) >0, pues f(x)>0 paratodo x de [0, 1].
e g(1)=f(1-1<0, pues f(x) <1 paratodo x de [0, 1].

Por el teorema de Bolzano, sabemos que existe ¢ [0 (0, 1 tal que g(c) =0, es
decir, f(c)—c=0, obien f(o) =c.

SO = cpepfpmmnnnns S0

O

b) Llamando x a un punto cualquiera de la barra inicial, construimos la funcién:
x - f(x) =“posicion de x después de la transformacion”.
Tenemos que:

e f es continua en [0, 1] (puesto que situamos la barra sobre un segmento de
longitud 1 dm y solo la deformamos, no la rompemos).

° 0 <f(x) <1 paratodo x de [0, 1] (ya que situamos la barra deformada den-
tro del segmento).

e Aplicando a f(x) los resultados obtenidos en el apartado a), tenemos que
existe ¢ de (0, 1) tal que f(¢) = ¢; es decir, existe algiin punto de la barra
que esta exactamente en el mismo lugar que estaba.
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